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Subdivisions, jauges, finesse

Quelques rappels essentiels :
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Subdivisions, jauges, finesse

e J|= [a,b],a:afo <21 £ S Zp-1 22 =0, 1 = [Cljk_l,llfk],
tr € 1.
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Subdivisions, jauges, finesse

e | = [a,b],azxo <21 £ S Zp-1 22 =0, 1 = [ka—l,xk],
tr € 1.

* Subdivision pointée : P = {(I1,t1),..., (L, tn)}-

|
Intégration 1, 4 — p.2



Subdivisions, jauges, finesse

e | = [a,b],azxo <21 £ S Zp-1 22 =0, 1 = [ajk—lﬁxk]’
tr € 1.

* Subdivision pointée : P = {(I1,t1),..., (L, tn)}-

* Jauge : ¢ définie sur [a, b], telle que 6(z) > 0, Vz € 1.
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Subdivisions, jauges, finesse

e | = [Cl,b],a:.flf() <21 £ S Zp-1 22 =0, 1 = [lek_l,lbk],
tr € 1.

* Subdivision pointée : P = {(I1,t1),..., (L, tn)}-
* Jauge : ¢ définie sur [a, b], telle que 6(z) > 0, Vz € 1.

e P est-fine si:

ViI<k<n, tp —0(tr)/2 < xp_1 <tp <xp <t +6(tg)/2.

|
Intégration 1, 6 — p.2



Subdivisions, jauges, finesse

e | = [Cl,b],a:.flf() <21 £ S Zp-1 22 =0, 1 = [ajk—lﬁxk]’
tr € 1.

* Subdivision pointée : P = {(I1,t1),..., (L, tn)}-
* Jauge : ¢ définie sur [a, b], telle que 6(z) > 0, Vz € 1.

e P est-fine si:

ViI<k<n, tp —0(tr)/2 < xp_1 <tp <xp <t +6(tg)/2.

°* Somme de Riemann de f associéee a ¢ :

S(f,P) =D Il £(t)-
k=1
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Fonction intégrable, intégrale

En raffinant les partitions, on veut que les sommes de Riemann
convergent vers une limite.
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Fonction intégrable, intégrale

Définition 0.1. — Soit f une fonction numerique définie sur

I = la,b]. On dit que f estintegrable s’il existe un nombre réel S
qui vérifie : pour tout € > 0, Il existe une jauge ¢ sur I telle que,
pour toute subdivision J-fine P, on a

‘S(f,P) - S’ < e.
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Fonction intégrable, intégrale

Définition 0.1. — Soit f une fonction numerique définie sur

I = la,b]. On dit que f estintegrable s’il existe un nombre réel S
qui vérifie : pour tout € > 0, Il existe une jauge ¢ sur I telle que,
pour toute subdivision J-fine P, on a

‘S(f,P) - S’ < e.

* Le nombre S est appelé I'intégrale de f entre a et b et noté
indifferemment :

b

La,b] f(z)dx ou J f(z)dx..

a
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Fonction intégrable, intégrale

Définition 0.1. — Soit f une fonction numerique définie sur

I = la,b]. On dit que f estintegrable s’il existe un nombre réel S
qui vérifie : pour tout € > 0, Il existe une jauge ¢ sur I telle que,
pour toute subdivision J-fine P, on a

‘S(f,P) - S’ < e.

* Le nombre S est appelé I'intégrale de f entre a et b et noté
indifferemment :

b

La,b] f(z)dx ou J f(z)dx..

a

°* On note Z(|a, b]) 'espace des fonctions intégrables

sur |a, b|.
|
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Deux guestions essentielles

S’il existe une jauge sans subdivision §-fine, toute fonction est
iIntégrable !
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Deux guestions essentielles

®* ) une jauge sur I : existe-t-il une subdivision §-fine ?
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Deux guestions essentielles

®* ) une jauge sur I : existe-t-il une subdivision §-fine ?

On a appelé S L’intégrale de f : f n’aurait-elle pas d’autres
iIntégrales ?
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Deux guestions essentielles

®* ) une jauge sur I : existe-t-il une subdivision §-fine ?

°* Si f estintegrable, son intégrale S est-elle unique ?
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Le lemme de Cousin

Réponse a la premiere question :
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Le lemme de Cousin

Lemme 0.1. — Soient I = [a, b] un intervalle compact de R et ¢
une jauge sur 1. Alors il existe une subdivision é-fine.
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Le lemme de Cousin

Lemme 0.1. — Soient I = [a, b] un intervalle compact de R et ¢
une jauge sur 1. Alors il existe une subdivision é-fine.

®* DEmMoNsTRATION : Par I'absurde : 4 une jauge sans subdivision
o-fine.
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Le lemme de Cousin

Lemme 0.1. — Soient I = [a, b] un intervalle compact de R et ¢
une jauge sur 1. Alors il existe une subdivision é-fine.

®* DEmMoNsTRATION : Par I'absurde : 4 une jauge sans subdivision
o-fine.

°* CouponsI=|a,(a+b)/2]U|(a+b)/2,b].
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Le lemme de Cousin

Lemme 0.1. — Soient I = [a, b] un intervalle compact de R et ¢
une jauge sur 1. Alors il existe une subdivision é-fine.

®* DEmMoNsTRATION : Par I'absurde : 4 une jauge sans subdivision
o-fine.

°* CouponsI=|a,(a+b)/2]U|(a+b)/2,b].

* Lun des deux intervalles, noteé I;, n'admet pas de subdivision
o-fine.
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Le lemme de Cousin

Lemme 0.1. — Soient I = [a, b] un intervalle compact de R et ¢
une jauge sur 1. Alors il existe une subdivision é-fine.

®* DEmMoNsTRATION : Par I'absurde : 4 une jauge sans subdivision
o-fine.

°* CouponsI=|a,(a+b)/2]U|(a+b)/2,b].

* Lun des deux intervalles, noteé I;, n'admet pas de subdivision
o-fine.

* Coupons I; en deux. Lun des deux intervalles, note I, est

sans subdivision J-fine.
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.

* Soit £ 'unigue point qui est dans tous les I;..
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.

* Soit £ 'unigue point qui est dans tous les I;..
* Bien-sar, 6(§) > 0,

|
Intégration 1, 25 — p.6



Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.

* Soit £ 'unigue point qui est dans tous les I;..

* Bien-sar, 6(§) > 0,
il existe n tel que |I,| = (b —a)27"™ < §(€)/2 (Archimede),
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.

* Soit £ 'unigue point qui est dans tous les I;..

* Bien-sar, 6(§) > 0,
Il existe n tel que |I,| = (b—a)27" < 4§(£)/2 (Archimede),
donc I, C [£ —3(£)/2,€+6(£)/2] :
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.

* Soit £ 'unigue point qui est dans tous les I;..

* Bien-sar, 6(§) > 0,
Il existe n tel que |I,| = (b—a)27" < 4§(£)/2 (Archimede),
donc I, C [£ —3(£)/2,€+6(£)/2] :

* P ={(I,,¢)} estune subdivision ¢-fine de 1,,.
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Fin de la preuve

° (I,) une suite d'intervalles emboités,
chacun sans subdivision é-fine.

* Soit £ 'unigue point qui est dans tous les I;..

* Bien-sar, 6(§) > 0,
Il existe n tel que |I,| = (b—a)27" < 4§(£)/2 (Archimede),
donc I, C [£ —3(£)/2,€+6(£)/2] :

* P ={(I,,¢)} estune subdivision ¢-fine de 1,,.

®* une contradiction.
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Unicité de l'intégrale

Répondons a la deuxieme question.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.

* ¢ > 0 fixé quelconque.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
* ¢ > 0 fixé quelconque.

* ¢§ donné par la définition, P J-fine.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
* ¢ > 0 fixé quelcongue.

* ¢§ donné par la définition, P J-fine.

* [S(f,P) =8| <e,
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
* ¢ > 0 fixé quelcongue.

* ¢§ donné par la définition, P J-fine.

* IS(f,P) =S| <e, [S(f,P) -8 <e.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
* ¢ > 0 fixé quelcongue.

* ¢§ donné par la définition, P J-fine.

* IS(f,P) =S| <e, [S(f,P) -8 <e.

* Donc|S—Y5|<2e:
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
* ¢ > 0 fixé quelcongue.

* ¢§ donné par la définition, P J-fine.

* IS(f,P) =S| <e, [S(f,P) -8 <e.

* Donc|S—Y5|<2e:

® ¢ arbitraire, donc S = 9'.
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Unicité de l'intégrale

Proposition 0.1. — Si f est intégrable sur |a, b], son intégrale
(le nombre S donné par la définition) est unique.

®* DEMONSTRATION. S, S’ comme dans la définition.
* ¢ > 0 fixé quelcongue.

* ¢§ donné par la définition, P J-fine.

* IS(f,P) =S| <e, [S(f,P) -8 <e.

* Donc|S—Y5|<2e:

® ¢ arbitraire, donc S = 9'.

J'ai triché (un peu) quelque part : trouverez-vous ou ?
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Manipulations 1 : minima

Avant les exemples, quelques manipulations élémentaires.
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Manipulations 1 : minima

°* 01,...,0, desjauges sur I.
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Manipulations 1 : minima

°* 01,...,0, desjauges sur I.

°* ) =min{d,...,0,} estune jauge.

|
Intégration 1, 42 — p.8



Manipulations 1 : minima

°* 01,...,0, desjauges sur I.
°* ) =min{d,...,0,} estune jauge.

* Si P est o-fine, alors elle est §;-fine pour tout 1 <7 < p.
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Manipulations 2 : coupage-collage

° ¢ une jauge surl = [a,b].
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Manipulations 2 : coupage-collage

° ¢ une jauge surl = [a,b].

° P=A(xo,21],t1), ..., (|[xn—1,2n],tn)} une subdivision J-fine.
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Manipulations 2 : coupage-collage

° ¢ une jauge surl = [a,b].
° P=A(xo,21],t1), ..., (|[xn—1,2n],tn)} une subdivision J-fine.

* On peut «couper» les intervalles I, aux points de marquage

I = [Tr—1,tk] U [tk, Tk)-
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Manipulations 2 : coupage-collage

° ¢ une jauge surl = [a,b].
° P=A(xo,21],t1), ..., (|[xn—1,2n],tn)} une subdivision J-fine.

* On peut «couper» les intervalles I, aux points de marquage
Iy = |, o) U [ 2 -

* On les «recolle», on obtient une subdivision P* :

P = {([zo, t1], 1), ([T1, 21], 1), ([21, B2, 22), . - -}
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Manipulations 2 : coupage-collage

° ¢ une jauge surl = [a,b].
° P=A(xo,21],t1), ..., (|[xn—1,2n],tn)} une subdivision J-fine.

* On peut «couper» les intervalles I, aux points de marquage
Iy = |, o) U [ 2 -

* On les «recolle», on obtient une subdivision P* :

P = {([zo, t1], 1), ([T1, 21], 1), ([21, B2, 22), . - -}

e P* est aussi i-fine.
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Manipulations 2 : coupage-collage

° ¢ une jauge surl = [a,b].
° P=A(xo,21],t1), ..., (|[xn—1,2n],tn)} une subdivision J-fine.

* On peut «couper» les intervalles I, aux points de marquage
Iy = |, o) U [ 2 -

* On les «recolle», on obtient une subdivision P* :

P* = {([xo, t1], 1), ([t1, 21], 1), ([21, 2], t2), - - . }.
* P* est aussi i-fine.

° Mémes sommes de Riemann : S(f,P) = S(f, P*).
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Manipulations 3 : forcage

® c€la,b|.
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Manipulations 3 : forcage

® c€la,b|.
° Soit . : [a,b] —]0, 400 :

de(c) = 1/4
0c(t) = |t —c|/2 St # c.
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Manipulations 3 : forcage

® c€la,b|.
* Soitd. : |a,b] —]0, +00] :

dc(c) =1/4
0c(t) = |t —c|/2 St # c.

* P une subdivision J.-fine.
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Manipulations 3 : forcage

® c€la,b|.
* Soitd. : |a,b] —]0, +00] :

dc(c) =1/4
0c(t) = |t —c|/2 St # c.

* P une subdivision J.-fine.
* celpdoncO < |ty —c| < d.(tx).
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Manipulations 3 : forcage

® c€la,b|.
* Soitd. : |a,b] —]0, +00] :

dc(c) =1/4
0c(t) = |t —c|/2 St # c.

* P une subdivision J.-fine.
* celpdoncO < |ty —c| < d.(tx).

* Sity # c, alors |ty — c¢| = 26.(tr), contradiction.
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Manipulations 3 : forcage

® c€la,b|.
* Soitd. : |a,b] —]0, +00] :

dc(c) =1/4
0c(t) = |t —c|/2 St # c.

* P une subdivision J.-fine.
* celgdonc 0 < |tg —c| < bc(tg).

* Sity # c, alors |ty — c¢| = 26.(tr), contradiction.

* On peut donc forcer ¢ a étre un point de marquage de P.
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Exemples 1 : constantes

* Fonction constante : f(x) = C pour tout x.

1
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Exemples 1 : constantes

* Fonction constante : f(x) = C pour tout x.
S(f,P) = (b— a)C pour toute subdivision P.
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Exemples 1 : constantes

* Fonction constante : f(x) = C pour tout x.
S(f,P) = (b— a)C pour toute subdivision P.

* une fonction constante est intégrable, et

Jdex = (b—a)C.

a
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Exemples 1 : constantes

* Fonction constante : f(x) = C pour tout x.
S(f,P) = (b— a)C pour toute subdivision P.

* une fonction constante est intégrable, et

JdezL’ = (b—a)C.

a

* Coincide avec l'aire du rectangle.
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Exemples 2 : monomes

° Soit f(z) = 2% le monéme de degré d.

1
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Exemples 2 : monomes

° Soit f(z) = 2% le monéme de degré d.

* Brique élementaire pour la construction de nombreuses

fonctions :
400

1
exp(x) = Z R

d=0

|
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Exemples 2 : monomes

° Soit f(z) = 2% le monéme de degré d.

° F(x)=ax%"1/(d+ 1) est une primitive de f.

|
Intégration 1, 62 — p.12



Exemples 2 : monomes

° Soit f(z) = 2% le monéme de degré d.
° F(x)=ax%"1/(d+ 1) est une primitive de f.

* P={([xg_1,xx], 1), 1 < k < n} une subdivision pointée.
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Exemples 2 : monomes

° Soit f(z) = 2% le monéme de degré d.
° F(x)=ax%"1/(d+ 1) est une primitive de f.
* P={(lrp_1,7x],tx), 1 <k < n} une subdivision pointée.

* Formule des accroissements finis :

L av1 d+1 d
1 (:1;,;r — a:,:l) = ci (T — Tr_1).

|
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Monomes, suite

°* Somme «téléscopique :

n

1

d
ch(xk — Tp_ 1) = ——
— d-+1

(bd—l—l o ad—l—l)

Y

|
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Monomes, suite

°* Somme «téléscopique :

n

1

d
ch(xk — Tp_ 1) = ——
P d-+1

(bd—l—l o ad+1)

Y

soit exactement la valeur souhaitée pour I'intégrale !
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Monomes, suite

°* Somme «téléscopique :

n

1

d
ch(xk — Tp_ 1) = ——
P d-+1

(bd—l—l o ad+1)

Y

Différence avec la somme de Riemann :

n

(b —a™) = S(f,P) =) (cf — th)(xx — mp—1).
k=1

1
d+1

|
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Monomes, suite

°* Somme «téléscopique :

n

1

d
ch(xk — Tp_ 1) = ——
P d-+1

(bd—l—l o ad+1)

Y

Différence avec la somme de Riemann :

n

(b —a™) = S(f,P) =) (cf — th)(xx — mp—1).
k=1

1
d+1

On veut rendre ¢¢ — ¢ plus petit que e > 0 .

|
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Monomes, suite

°* Somme «téléscopique :

n

1

d
ch(xk — Tp_ 1) = ——
P d-+1

(bd—l—l o ad+1)

Y

Différence avec la somme de Riemann :

n

1

d—+1 Pt

* Uniforme continuité de f sur |a,b] : 6 > 0 tel que

Ve, t € [a,b], (e —t| <0) = (|c? =t < e).

(b —a™) = S(f,P) =) (cf — th)(xx — mp—1).
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Monomes, suite

°* Somme «téléscopique :
n

1
ch(gpk — ij_l) — d_|_1(bd—|—1 o ad+1)’
k=1

Différence avec la somme de Riemann :

n

1

d—+1 Pt

* Uniforme continuité de f sur |a,b] : 6 > 0 tel que

Ve, t € [a,b], (e —t| <0) = (|c? =t < e).

Exercice : trouver explicitement § en fonction de <.a, b.

(b —a™) = S(f,P) =) (cf — th)(xx — mp—1).
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).

* P une subdivision §-fine.
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).
* P une subdivision J-fine.

* Pour tout %,

cr — tx| < 6, donc :
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).
* P une subdivision J-fine.

* Pour tout %,

cr — tx| < 6, donc :

¢ | A7 —a¥) —S(f,P)| < Ypoiled —t|(wr — zr—1)
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).
* P une subdivision J-fine.

* Pour tout %,

cr — tx| < 6, donc :

o |kt —atth) —S(£,P)

I

> k=1 lck — gl (ze — z-1)

ZZ’:1 sl@n = Tp—il)

VAN

|
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).
* P une subdivision J-fine.

* Pour tout %,

cr — tx| < 6, donc :

o |kt —atth) —S(£,P)

I

> k=1 lck — gl (ze — z-1)

> i1 E(Th — Tp—1)
e(b—a).

VAN
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Monomes : fin

* ¢ lajauge constante égale au § trouvé ci-dessus sur [a, b).
* P une subdivision J-fine.

* Pour tout %,

cr — tx| < 6, donc :

o |kt —atth) —S(£,P)

I

> k=1 lck — gl (ze — z-1)

> i1 E(Th — Tp—1)
e(b—a).

VAN

* Onagagné!

|
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Monomes : conclusion

Proposition 0.1. — Soit f(z) = 2% une fonction monomiale,
d € N. Alors f est intégrable sur |a, b] et

b
1
d d+1 d+1
de = b — :
L = ( a®“")

|
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Fonctions en escalier

* Tres importante dans la theorie générale (approximation).
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Fonctions en escalier

* Tres importante dans la theorie générale (approximation).

* Cas simple : une seule discontinuité, deux valeurs.
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Fonctions en escalier

* Tres importante dans la theorie générale (approximation).

* Cas simple : une seule discontinuité, deux valeurs.

°* cé€la,b], f(x) =asurla,c|et f(z) =/ sur|c,b].
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Fonction a une marche

|
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Fonction a une marche 2

°* Probleme : au point c.
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Fonction a une marche 2

°* Probleme : au point c.

* |dée : forcer c a étre point de marquage.

|
Intégration 1, 84 — p.18



Fonction a une marche 2

°* Probleme : au point c.

* |dée : forcer c a étre point de marquage.
Fixons ¢ > 0 et soit ¢ la jauge définie par :

{ 6(z) = 3|z — | siz # ¢,

d(c) > 0, a déterminer.
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Fonction a une marche 2

°* Probleme : au point c.

* |dée : forcer c a étre point de marquage.
Fixons ¢ > 0 et soit ¢ la jauge définie par :

{ 6(z) = 3|z — | siz # ¢,

d(c) > 0, a déterminer.

* Valeur désirée pour l'intégrale : a(c —a) + B(b — ¢).

|
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Fonction a une marche : fin

* P une subdivision J-fine : ¢ est point de marquage.
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Fonction a une marche : fin

* P une subdivision J-fine : ¢ est point de marquage.

* Quitte a «couper-coller», supposons que P contient
([CUk—l, C]a C) et ([Ca xk]a C)'

|
Intégration 1, 88 — p.19



Fonction a une marche : fin

* P une subdivision J-fine : ¢ est point de marquage.

* Quitte a «couper-coller», supposons que P contient
([CUk—l, C]a C) et ([Ca xk]a C)'

°* Somme de Riemann : S(f,P) = a(xx—1 —a) + B(b — xp_1).
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Fonction a une marche : fin

* P une subdivision J-fine : ¢ est point de marquage.

* Quitte a «couper-coller», supposons que P contient
([xk—la C]a C) et ([Ca xk]a C)'

°* Somme de Riemann : S(f,P) = a(xx—1 —a) + B(b — xp_1).

° Prenons §(c) = e(max{1, |3 — a|}) 7!, et alors

5(f,P) —(alc—a)+B(b—c))| <e
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Fonction a une marche : fin

* P une subdivision J-fine : ¢ est point de marquage.

* Quitte a «couper-coller», supposons que P contient
([xk—la C]a C) et ([Ca xk]a C)'

°* Somme de Riemann : S(f,P) = a(xx—1 —a) + B(b — xp_1).

° Prenons §(c) = e(max{1, |3 — a|}) 7!, et alors

5(f,P) —(alc—a)+B(b—c))| <e

* Onagagné!
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La fonction de Dirichlet

* Exemple d'origine arithmeétique (theorie des nombres).
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La fonction de Dirichlet

* Exemple d'origine arithmetique (théorie des nombres).

* Non integrable dans la théorie de Riemann (fortement
discontinue).
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La fonction de Dirichlet

* Exemple d'origine arithmetique (théorie des nombres).

* Non integrable dans la théorie de Riemann (fortement
discontinue).

* Definissons x sur [0, 1] par

x(z) = 0 sinon.

{ x(x) =1siz e QnJ0,1],
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La fonction de Dirichlet

* Exemple d'origine arithmetique (théorie des nombres).

* Non integrable dans la théorie de Riemann (fortement
discontinue).

* Definissons x sur [0, 1] par

{ x(x) =1siz e QnJ0,1],

x(z) = 0 sinon.

* Fonction indicatrice.
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La fonction de Dirichlet

* Exemple d'origine arithmetique (théorie des nombres).

* Non integrable dans la théorie de Riemann (fortement
discontinue).

* Definissons x sur [0, 1] par

x(z) = 0 sinon.

{ x(x) =1siz e QnJ0,1],

* D=QnN]|0,1] estdénombrable :
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La fonction de Dirichlet

* Exemple d'origine arithmetique (théorie des nombres).

* Non integrable dans la théorie de Riemann (fortement
discontinue).

* Definissons x sur [0, 1] par

x(z) = 0 sinon.

{ x(x) =1siz e QnJ0,1],

* D=QnN]|0,1] estdénombrable :

° on peut ’'énumérer: D = {ry,r9,...}.

|
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Dirichlet, 2

°* ¢ > 0fixé. ¢ lajauge :

{5(x)—lsix§éD,

6(x) =e27I siz=r,.
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Dirichlet, 2

°* ¢ > 0fixé. ¢ lajauge :

{5(x)—lsix§éD,

6(x) =e27I siz=r,.

® P une subdivision 5-fine.
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Dirichlet, 2

°* ¢ > 0fixé. ¢ lajauge :

{5(x)—1six§éD,

6(x) =e27I siz=r,.

® P une subdivision 5-fine.
° Sity §é D, Ik’X(tk) = 0.
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Dirichlet, 2

°* ¢ > 0fixé. ¢ lajauge :

{5(x)—1six§éD,

6(x) =e27I siz=r,.

® P une subdivision 5-fine.
° Sity §é D, Ik’X(tk) = 0.

* Sity=r; €D,alors |Ix|x(tx) < e277.
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Dirichlet, 2

°* ¢ > 0fixé. ¢ lajauge :

{5(x)_1six¢D,

6(x) =e27I siz=r,.

® P une subdivision 5-fine.
° Sity §é D, Ik’X(tk) = 0.

* Sity=r; €D,alors |Ix|x(tx) < e277.

* Somme de Riemann :

n —+00

0 < S(f,P) — ZX(tk)‘Ik‘ < ZEQ_j < e.

k=1 j=1

|
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La fonction de Dirichlet, fin

Conclusion : la fonction de Dirichlet est intégrable, d’intégrale

nulle.

|
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