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Linéarité 1

® £, g deux fonctions sur I = [a, b],
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Linéarité 1

® £, g deux fonctions sur I = [a, b],

* P={i,t1),...,(I,,t,)} une subdivision pointée de I.
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Linéarité 1

® f gdeux fonctions surI = [a,b),
* P={i,t1),...,(I,,t,)} une subdivision pointée de I.

® On aalors
S(f +9,P)=5S(f,P)+ S(g,P).
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Linéarité 1

® f gdeux fonctions surI = [a,b),
* P={i,t1),...,(I,,t,)} une subdivision pointée de I.

® On aalors
S(f +9,P)=5S(f,P)+ S(g,P).

® C(Cette égalité «passe a la limite».
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Linéarité 2

Théoreme 0.1. — Soient f, g deux fonctions intégrables sur I et
A un nombre réel. Alors f + g et Af sont intégrables sur I, et

Jl(f_|_g):JIf_FJIg7 ! JI)\f:)\JIf
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Linéarité 2

Théoreme 0.1. — Soient f, g deux fonctions intégrables sur I et
A un nombre réel. Alors f + g et A\f sont intégrables sur I, et

R R C N R

® En d'autres termes : I'espace Z(I) des fonctions intégrables sur I
est un espace vectoriel,et I'intégrale y definit une forme linéaire.
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Linéarité 2

Théoreme 0.1. — Soient f, g deux fonctions intégrables sur I et
A un nombre réel. Alors f + g et A\f sont intégrables sur I, et

R R C N R

® En d'autres termes : I'espace Z(I) des fonctions intégrables sur I
est un espace vectoriel,et I'intégrale y definit une forme linéaire.

® Démonstration du théoreme : € > 0 fixe.
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Linéarité 2

Théoreme 0.1. — Soient f, g deux fonctions intégrables sur I et
A un nombre réel. Alors f + g et Af sont intégrables sur I, et

R R C N R

® En d'autres termes : I'espace Z(I) des fonctions intégrables sur I
est un espace vectoriel,et I'intégrale y définit une forme linéaire.

® Demonstration du theoreme : ¢ > 0 fixé. 4; et d, deux jauges telles
que

fl<e et |s<g,Q>—jg\<s,

I

s¢.P) - |

I
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Linéarité 2

Théoreme 0.1. — Soient f, g deux fonctions intégrables sur I et
A un nombre réel. Alors f + g et Af sont intégrables sur I, et

R R C N R

® En dautres termes : I'espace Z(I) des fonctions intégrables sur I
est un espace vectoriel,et I'intégrale y définit une forme linéaire.

® Demonstration du theoreme : ¢ > 0 fixé. 4; et d, deux jauges telles
que

fl<e et |s<g,Q>—jg\<s,

I

s¢.P) - |

I

Si P est d;-fine (resp. Q est d,-fine).
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Linéarité : fin

® Posons § = min{dy,d2}.
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Linéarité : fin

® Posons § = min{dy,d2}.

® Sj P est-fine, alors

S +9.P) - |

I

- Lg| < IS(f,P) - JIf\ +15(0,P) - Lgu
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Linéarité : fin

® Posons § = min{dy,d2}.
® SiP esto-fine, alors

S +9.P) - |

I

- Lg| < IS(f,P) - JIf\ +18(3.P) - | gl

I

et donc

S +9.P) - |

I
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Linéarité : fin

® Posons § = min{dy,d2}.

® Sj P est-fine, alors

S +9.P) - |

I

;o Lm < IS(f,P) - JIf\ 1 IS(g,P) - Lm,
et donc

S +9.P) - |

I

f—JIg|§2€ :

® f{+ gestintegrable d'integrale la somme des integrales de f et g.
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Linéarité : fin

® Posons § = min{dy,d2}.

® Sj P est-fine, alors

S +9.P) - |

I

;o Lm < IS(f,P) - JIf\ 1 IS(g,P) - Lm,
et donc

S +9.P) - |

I

f—JIg|§2€ :

® f{+ gestintegrable d'integrale la somme des integrales de f et g.

® |Le théoreme est démontré
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Linéarité : fin

® Posons § = min{dy,d2}.

® Sj P est-fine, alors

S +9.P) - |

I

;o Lm < IS(f,P) - JIf\ 1 IS(g,P) - Lm,
et donc

S +9.P) - |

I

f—JIg|§2€ :

® f{+ gestintegrable d'integrale la somme des integrales de f et g.

® Lethéoreme est demontré (le cas de \f est trivial).
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Positivité

Théoreme 0.2. — Si f est une fonction intégrable sur I, alors

f>20 = LfZO.
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Positivité

Théoreme 0.2. — Si f est une fonction intégrable sur I, alors

f>20 = LfZO.

Corollaire 0.1. — Si f et g soint intégrables sur I, alors

f<g9g = Lféjlg-
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Positivité

Théoreme 0.2. — Si f est une fonction intégrable sur I, alors

f20::>Lf20

Corollaire 0.1. — Si f et g soint intégrables sur I, alors
fégzéjféﬁg
I

® | es démonstrations sont évidentes.
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Critere de Cauchy

® Etude des propriétés de suites qui convergent, sans connaitre leur
limite :
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Critere de Cauchy

® Etude des propriétés de suites qui convergent, sans connaitre leur
limite : on utilise le critere de Cauchy.
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Critere de Cauchy

® (u,) suite de nombre réels converge si, et seulement si :

Ve > 0, IN > 0 tel que, si n, m > N alors |u,, — u,,| < e.
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Critere de Cauchy

Théoreme 0.3. — f: [a,b] — R est intégrable si, et seulement
Sl, pour tout € > 0, il existe une jauge ¢ telle que, si P et Q sont
deux subdivisions ¢-fines,
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Critere de Cauchy

Théoreme 0.3. — f: [a,b] — R est intégrable si, et seulement
Sl, pour tout € > 0, il existe une jauge ¢ telle que, si P et Q sont
deux subdivisions ¢-fines,

S(f,P) =S(f, Q) <e.

® Si f vérifie la seconde partie du theoreme, on dit qu’elle vérifie le
critere de Cauchy.
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Critere de Cauchy

Théoreme 0.3. — f: [a,b] — R est intégrable si, et seulement
Sl, pour tout € > 0, il existe une jauge ¢ telle que, si P et Q sont
deux subdivisions ¢-fines,

S(f,P) =S(f, Q) <e.

® Si f vérifie la seconde partie du theoreme, on dit qu’elle vérifie le
critere de Cauchy.

® |dée de la démonstration ; se ramener aux suites.
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Preuve du critere de Cauchy

® Fixonse > 0. Si f est integrable,
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Preuve du critere de Cauchy

® Fixonse > 0. Si f estintégrable, ¢ jauge telle que, si P, Q sont
o-fines :
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Preuve du critere de Cauchy

® Fixonse > 0. Si f estintégrable, ¢ jauge telle que, si P, Q sont
o-fines :

|S(f77’) -

I

f'§6/2 et 'S(f,g>—Jf|§e/2.
I
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Preuve du critere de Cauchy

® Fixonse > 0. Si f estintégrable, ¢ jauge telle que, si P, Q sont
o-fines :

|S<f,7>> —Lf' <ef2 et 'S(f, 0) —Lf| <ef2.

® |e critere de Cauchy est vérifié.
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Preuve du critere de Cauchy

® Fixonse > 0. Si f estintégrable, ¢ jauge telle que, si P, Q sont
o-fines :

|S<f,7>> —Lf' <ef2 et 'S(f, 0) —Lf| <ef2.

® |e critere de Cauchy est vérifié.

® Passons a la reciproque.
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont §,,-fines, alors
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont §,,-fines, alors

1
n
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont J,,-fines, alors

1
n

Quitte a prendre min{dy,...,d,},
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont J,,-fines, alors

1
n

® 0on peut supposer J,, decroissante.
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont J,,-fines, alors

1
.
® 0on peut supposer J,, decroissante.

® Pour chaque n, P,, une subdivision ¢,,-fine :
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont J,,-fines, alors

S(£,P) — £(£, Q)| < ;

® 0on peut supposer J,, decroissante.

® Pour chaque n, P,, une subdivision ¢,,-fine :

® sim > n, alors P,, est aussi é,,-fine.
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont J,,-fines, alors

1
n
® 0on peut supposer J,, decroissante.

® Pour chaque n, P,, une subdivision ¢,,-fine :

® sim > n, alors P,, est aussi é,,-fine.

® La suite de nombres réels u,, = S(f, P,,) est de Cauchy :
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Suite de la preuve

® J, une jauge telle que : si P, O sont J,,-fines, alors

1
n
® 0on peut supposer J,, decroissante.

® Pour chaque n, P,, une subdivision ¢,,-fine :
® sim > n, alors P,, est aussi é,,-fine.

® La suite de nombres réels u,, = S(f, P,,) est de Cauchy :

N>1/e, nym >N, [S(f,Pn) = S(f,Pm)| < 1/N <e.
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Fin de la preuve

® Elle converge : notons S = lim S( f, P,,).
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Fin de la preuve

® Elle converge : notons S = lim S( f, P,,).

® Soit n assez grand, en particulier n > 2/¢, et Q une jauge J,,-fine.
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Fin de la preuve

® Elle converge : notons S = lim S( f, P,,).

® Soit n assez grand, en particulier n > 2/¢, et Q une jauge J,,-fine.

S(f, Q) =S| < IS(f, Q) = S(f, Pn)| + [S(f, Pn) =S
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Fin de la preuve

® Elle converge : notons S = lim S( f, P,,).

® Soit n assez grand, en particulier n > 2/¢, et Q une jauge J,,-fine.

S(f, Q) =S| < IS(f, Q) = S(f, Pn)| + [S(f, Pn) =S

D’ou
IS(f,Q)—S| <1/n+e/2<e.
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Fin de la preuve

® Elle converge : notons S = lim S( f, P,,).

® Soit n assez grand, en particulier n > 2/¢, et Q une jauge J,,-fine.

S(f, Q) =S| < IS(f, Q) = S(f, Pn)| + [S(f, Pn) =S

D’ou
IS(f,Q)—S| <1/n+e/2<e.

® f estbien intégrable :
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Fin de la preuve

® Elle converge : notons S = lim S( f, P,,).

® Soit n assez grand, en particulier n > 2/¢, et Q une jauge J,,-fine.

D’ou
IS(f,Q)—S| <1/n+e/2<e.

® f estbien intégrable :

® |e théoreme est démontré.
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La relation de Chasles

Théoréme 0.3. — Soient f : I = [a,b] — R et ¢ €]a, b|. Alors f
est intégrable sur [a, b] si, et seulement si, ses restrictions a |[a,
et [c, b] le sont. Dans ce cas, on a la relation

J [a,b] = J [a,c] I J [c,b] ’

C’est pourquoi I'on note aussi I'integrale de f sur I'intervalle [a, b]

sous la forme
b
ot L
[a,b] a

|
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

* <> (fixé.
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

® <> (0fixé. Il existe des jauges j; surl;,i=1,2,
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

® <> (Ofixé. |l existe des jauges o, surl;, = 1,2, comme dans la
définition.
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

® <> (Ofixé. |l existe des jauges o, surl;, = 1,2, comme dans la
définition.

® On «recolle» les deux jauges :

5(z) = min{d; (). ;p; bz €1, 6(c) = min{5,(c), 5(c), i}.
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

® <> (Ofixé. |l existe des jauges o, surl;, = 1,2, comme dans la
définition.

® On «recolle» les deux jauges :

5(z) = min{d; (). ;p; bz €1, 6(c) = min{5,(c), 5(c), i}.

® SiP esto-fine, c est point de marquage.
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

® <> (Ofixé. |l existe des jauges o, surl;, = 1,2, comme dans la
définition.

® On «recolle» les deux jauges :

5(z) = min{d; (). ;p; bz €1, 6(c) = min{5,(c), 5(c), i}.

® SiP esto-fine, c est point de marquage.

® Coupage-collage : supposons ¢ également borne d’'un des
intervalles de P.
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Chasles, preuve, 1

® Supposons f intégrable sur I; = [a, ] et I; = ¢, b].

® <> (Ofixé. |l existe des jauges o, surl;, = 1,2, comme dans la
définition.

® On «recolle» les deux jauges :

5(z) = min{d; (). ;p; bz €1, 6(c) = min{5,(c), 5(c), i}.

® SiP esto-fine, c est point de marquage.

® Coupage-collage : supposons ¢ également borne d’'un des
intervalles de P.

® Alors Py, est ¢;-fine.
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Chasles, preuve, 2

® Par construction,

|
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Chasles, preuve, 2

® Par construction,

S(f,P)=S(f,P1)+S(f,P2).
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Chasles, preuve, 2

® Par construction,
® Onentire:

‘S(f, P) - (L f+L f)‘ < |S<f,7>1> . L f

< 2¢.

+ 'S(f7732) _JI f
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Chasles, preuve, 2

® Par construction,
® Onentire:

‘S(f, P) - (L f+j12 f)‘ < |S<f,7>1> . L f

® Ainsi f estintégrable sur I et

< 2¢.

+ 'S(f7732) _JI f
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Chasles, preuve, 2

® Par construction,
® Onentire:

‘S(f, P) - (L f+ LQ f)‘ < |S(f,731) - Ll f| - 'S(f, Py) — J12 f‘ < 2.
® Ainsi f estintégrable sur I et
[r=fr+[ 5

® Passons a la reciproque.
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Chasles, preuve, 3

® Conservons les mémes notations, et supposons f intégrable sur I.
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Chasles, preuve, 3

® Conservons les mémes notations, et supposons f intégrable sur I.

® [ixons ¢ > 0. Soit 4 une jauge donnée par le critere de Cauchy
pour f sur I.
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Chasles, preuve, 3

® Conservons les mémes notations, et supposons f intégrable sur I.

® [ixons ¢ > 0. Soit 4 une jauge donnée par le critere de Cauchy
pour f sur I.

® Notons ¢o; = 9, : c'estune jauge sur I;.
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Chasles, preuve, 3

® Conservons les mémes notations, et supposons f intégrable sur I.

® [ixons ¢ > 0. Soit 4 une jauge donnée par le critere de Cauchy
pour f sur I.

® Notons ¢o; = 9, : c'estune jauge sur I;.

® P, et Q; deux subdivisions de I; qui sont é;-fines.
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Chasles, preuve, 3

® Conservons les mémes notations, et supposons f intégrable sur I.

® [ixons ¢ > 0. Soit 4 une jauge donnée par le critere de Cauchy
pour f sur I.

® Notons ¢o; = 9, : c'estune jauge sur I;.

® P, et Q; deux subdivisions de I; qui sont é;-fines.

® On peut supposer gue c est point de marquage de P; et 9;.
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Chasles, preuve, 4

® Soit § une subdivision ¢;;,-fine de I,
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Chasles, preuve, 4

® Soit § une subdivision ¢;;,-fine de I, toujours avec c comme point
de marquage.
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Chasles, preuve, 4

® Soit § une subdivision ¢;;,-fine de I,

® Sionrecolle P, et S en une subdivision P de I (idem avec 9, et S),
en Q
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Chasles, preuve, 4

® Soit § une subdivision ¢;;,-fine de I,

® Sionrecolle P, et S en une subdivision P de I (idem avec 9, et S),
en O alors P et Q sont J-fines,
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Chasles, preuve, 4

® Soit § une subdivision ¢;;,-fine de I,

® Sionrecolle P, et S en une subdivision P de I (idem avec 9, et S),
en @ alors P et O sont §-fines, et ont sur I, les mémes intervalles et
points de marquages.
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Chasles, preuve, 4

® Soit § une subdivision ¢;;,-fine de I,

® Sionrecolle P, et S en une subdivision P de I (idem avec 9, et S),
en @ alors P et O sont §-fines, et ont sur I, les mémes intervalles et
points de marquages.

® Onendéduit:

S(fi1,sP1) — S(fi1,, Q1) = S(f,P) —S(f, Q),

|
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Chasles, preuve, fin

® soit donc, comme P et O sont §-fines,

IS(fi1,,P1) — S(fir,» Q1)| < S(f,P) —S(f, Q) <e.
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Chasles, preuve, fin

® soit donc, comme P et O sont §-fines,

IS(fi1,,P1) — S(fir,» Q1)| < S(f,P) —S(f, Q) <e.

* Ainsi, fi;, vérifie le critere de Cauchy :
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Chasles, preuve, fin

® soit donc, comme P et O sont §-fines,

IS(fi1,,P1) — S(fir,» Q1)| < S(f,P) —S(f, Q) <e.

* Ainsi, fi;, vérifie le critere de Cauchy : elle est intégrable sur I;.

® Pour I,, la méme preuve s’applique :

|
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Chasles, preuve, fin

® soit donc, comme P et O sont §-fines,

IS(fi1,,P1) — S(fir,» Q1)| < S(f,P) —S(f, Q) <e.

* Ainsi, fi;, vérifie le critere de Cauchy : elle est intégrable sur I;.

® Pour I,, la méme preuve s’applique : le theoreme est démontreé.

|
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Convention de notation

® |arelation de Chasles justifie la convention suivante :
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Convention de notation

® |arelation de Chasles justifie la convention suivante :

® Sjia<b,
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Convention de notation

® |arelation de Chasles justifie la convention suivante :

® Sjia<b,
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Convention de notation

® |arelation de Chasles justifie la convention suivante :

® Sjia<b,

b a

Passons pour finir a deux autres propriétés intéressantes.

Intégration 1, 77 — p.16



Positivité : forme utile

® Supposons f bornée,
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Positivité : forme utile

® Supposons f bornée, soient m < inf{f(z),x € |a,b|},
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Positivité : forme utile

® Supposons f bornée, soient m < inf{f(z),x € [a,b]}, et
M > inf(x),x € |a, b]}.

|
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Positivité : forme utile

® Supposons f bornée, soient m < inf{f(z),x € [a,b]}, et
M > inf(x),x € |a, b]}.

® On aalors, pour tout z € [a,b] :

m < f(x) <M,
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Positivité : forme utile

® Supposons f bornée, soient m < inf{f(z),x € [a,b]}, et
M > inf(x),x € |a, b]}.

® On aalors, pour tout z € [a,b] :

et donc, si f est intégrable :

medngﬂx)dngmx.

a a

|
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Intégrale des fonctions bornées

Théoreme 0.3. — Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. Si f
est bornée sur |a, b], il existe deux constantes telles que

Va € la,b],m < f(z) < M.

On a alors
b

b —alm < J f(x)dz < |b— a|M.

a

|
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Fonctions continues

Théoreme 0.4. — Les fonctions continues sur |a, b] sont
intégrables sur |a, b].

|
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Fonctions continues

Théoreme 0.4. — Les fonctions continues sur |a, b] sont
intégrables sur |a, b].

® Soit f une fonction continue. Fixons e > 0 :
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Fonctions continues

Théoreme 0.4. — Les fonctions continues sur |a, b] sont
intégrables sur |a, b].

® Soit f une fonction continue. Fixons € > 0 . peut-on trouver une
jauge adaptee a f ?
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Fonctions continues

Théoreme 0.4. — Les fonctions continues sur |a, b] sont
intégrables sur |a, b].

® Soit f une fonction continue. Fixons € > 0 . peut-on trouver une
jauge adaptee a f ?

® Continuité de f au point x :
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Fonctions continues

Théoreme 0.4. — Les fonctions continues sur |a, b] sont
intégrables sur |a, b].

® Soit f une fonction continue. Fixons € > 0 : peut-on trouver une
jauge adaptée a f ?

® Continuité de f au point x :

® ilexiste o(x) > 0 tel que

Si |t — x| <d(x), alors |f(t) — f(x)] < e.

|
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Fonctions continues

Théoreme 0.4. — Les fonctions continues sur |a, b] sont
intégrables sur |a, b].

® Soit f une fonction continue. Fixons € > 0 : peut-on trouver une
jauge adaptée a f ?

® Continuité de f au point x :

® ilexiste o(x) > 0 tel que

Si |t — x| <d(x), alors |f(t) — f(x)] < e.

® J:la,b] — R estune jauge.

|
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Fonctions continues, 2

® SoientP ={(I1,t1),...,(In,tn) et Q={(J1,u1),...,(Jp,up)}
deux subdivisions J-fines.

|
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Fonctions continues, 2

® SoientP ={(I1,t1),...,(In,tn) et Q={(J1,u1),...,(Jp,up)}
deux subdivisions J-fines.

® Pour chaque couple k., [ tel que I, N J; est non vide,
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Fonctions continues, 2

® SoientP ={(I1,t1),...,(In,tn) et Q={(J1,u1),...,(Jp,up)}
deux subdivisions J-fines.

® Pour chaque couple k., [ tel que I, N J; est non vide,
choisissons y; € I N J;.
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Fonctions continues, 2

® SoientP ={(I1,t1),...,(In,tn) et Q={(J1,u1),...,(Jp,up)}
deux subdivisions J-fines.

® Pour chaque couple k., [ tel que I, N J; est non vide,
choisissons y; € I N J;.

® Par définition de §, on a

f(te) — flyr)| <e et |flw)— flyw)| <e.
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Fonctions continues, 2

® SoientP ={(I1,t1),...,(In,tn) et Q={(J1,u1),...,(Jp,up)}
deux subdivisions J-fines.

® Pour chaque couple k., [ tel que I, N J; est non vide,
choisissons y; € I N J;.

® Par définition de §, on a

f(te) — flyr)| <e et |flw)— flyw)| <e.

® Par ailleurs,

S(f,P) = S(f, Q)1 = D _(f(tx) — f(w)) Tk N 1|,

k,l

|
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Fonctions continues, fin

mais

k,l

(f(tr) — flw))Ix N Iy

&

| f(tr) — f(w)||[Le N J1],
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Fonctions continues, fin

® mais

> (fte) = fw)Le N di| < Z fuw)|[Ie O il
k,l

® tandis que

f(te) — flw)] < |f (k) — flye)| + | f(yer) — flw)| < 2e,
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Fonctions continues, fin

® mais

> (ftr) = Fu)) T N Jyl| < Z fuw)|[Ie O il
k,l

® tandis que

f(te) — flu)| < 1f (k) — flyr)] + 1 (ur) — fluw)] < 2,
® soit donc

IS(f,P) —S(f, Q)| < 2e(b—a).

Intégration 1, 97 — p.21



Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® | esinegalités de Cauchy—Scwharz permettent d’estimer I'intégrale
d’un produit de fonctions.

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® | esinegalités de Cauchy—Scwharz permettent d’estimer I'intégrale
d’un produit de fonctions.

® On se limite au cas des fonctions continues :
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® | esinegalités de Cauchy—Scwharz permettent d’estimer I'intégrale
d’un produit de fonctions.

® On se limite au cas des fonctions continues : soient
f,q : [a,b] — R continues.

® Les fonctions f, g, f?, g*, fg sont continues,
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® | esinegalités de Cauchy—Scwharz permettent d’estimer I'intégrale
d’un produit de fonctions.

® On se limite au cas des fonctions continues : soient
f,q : [a,b] — R continues.

® |Les fonctions f, g, f2, g%, fg sont continues, donc intégrables sur
a, b].
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® | esinegalités de Cauchy—Scwharz permettent d’estimer I'intégrale
d’un produit de fonctions.

® On se limite au cas des fonctions continues : soient
f,q : [a,b] — R continues.

® |Les fonctions f, g, f2, g%, fg sont continues, donc intégrables sur
a, b].

® Bien-sdr, pour tout¢t > 0, on a

(VEf(z) - j%g@c))? >0, Vr,

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® | esinegalités de Cauchy—Scwharz permettent d’estimer I'intégrale
d’un produit de fonctions.

® On se limite au cas des fonctions continues : soient
f,q : [a,b] — R continues.

® |Les fonctions f, g, f2, g%, fg sont continues, donc intégrables sur
a, b].

® Bien-sdr, pour tout¢t > 0, on a

donc

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® Par positivité de l'intégrale :

o[ r@giar e[ 2ot

a a

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® Par positivité de l'intégrale :

o[ r@giar e[ 2ot

a a

Le premier membre ne dépend pas de ¢,
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® Par positivité de l'intégrale :

o[ r@giar e[ 2ot

a a

Le premier membre ne dépend pas de ¢, le second a pour valeur
minimale (exercice)

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

® Par positivité de l'intégrale :

o[ r@giar e[ 2ot

a a

Le premier membre ne dépend pas de ¢, le second a pour valeur
minimale (exercice)

on en déduit :

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

Théoreme 0.5. — Soient f, g deux fonctions continues sur
la,b]. Alors

Jb [f(x)g(z)|dz < ( Jb f(z)? daz) - (J:g@:)? daz) - .

|
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Inégalitée de Cauchy—Schwarz

Théoreme 0.5. — Soient f, g deux fonctions continues sur
la,b]. Alors

jb f(2)g(x) dz < ( Jb £ (@)’ daz> - (j:g@:)? da:) -

Ces inegalités sont en fait vraies de maniere plus générale, nous

verrons cela plus tard.

|
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Inégalité de Holder

® On a, plus généralement, I'énoncé suivant (méme
déemonstration) :

|
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Inégalité de Holder

® On a, plus généralement, I'énoncé suivant (méme
déemonstration) :

Théoréme 0.6. — Soient f, g deux fonctions continues sur |a, b], et
p,q > 0telsquep~t + ¢! =1. Alors

J: |f(z)g(z)|dz < (J: f(x)? dw) - O: g(z)? dl‘) - -
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Inégalité de Holder

® On a, plus généralement, I'énoncé suivant (méme
déemonstration) :

Théoréme 0.6. — Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b], et
p,q > 0telsquep~t + ¢! =1. Alors

J: |f(z)g(z)|dz < (J: f(x)? dw) - O: g(z)? dw) - -

® |ecasp = q = 2 est celui de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On
déeduit enfin de cette inégalité la derniere de notre série, I'inégalite de

MinkowskKi.

|
Intégration 1, 112 — p.25



Inégalité de Minkowski

Théoreme 0.7. — Soient f, g deux fonctions continues sur
la,g], et p > 0. Alors

b 1/p b 1/p b 1/p
(J \f(x)Jrg(flf)!pdﬂ?) < (J \f(x)!p@) +<J \g(fﬂ)|pd$> -

|
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Inégalité de Minkowski

Théoreme 0.7. — Soient f, g deux fonctions continues sur
la,g], et p > 0. Alors

b 1/p b 1/p b 1/p
(J \f($)+g(flf)|pdflf> < (J \f(x)!p@) +<J \g(x)|pdaz> .

® C(Cette inegalité a une interpretation geomeétrique :

|
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Inégalité de Minkowski

Théoreme 0.7. — Soient f, g deux fonctions continues sur
la,g], et p > 0. Alors

b 1/p b 1/p b 1/p
(J |f($)+9(fﬂ)|pdx> < (J |f($)!pdw> +<J \g(x)|pdx> .

® C(Cette inégalité a une interprétation géeometrique : si l'on pose

b 1/p
£l = ( | |f<x>pdx> |

I'inégalité dit que cela definit sur I'espace vectoriel des fonctions contin-

ues sur |a, b] une norme.

|
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Inégalité de Minkowski

Théoreme 0.7. — Soient f, g deux fonctions continues sur
la,g], et p > 0. Alors

b 1/p b 1/p b 1/p
(J |f($)+9(fb")|pdx> < (J |f($)!pdw> +<J \9($)|pd$> -

® C(Cette inégalité a une interprétation géeometrique : si l'on pose

b 1/p
£l = ( | |f<x>pda:> |

I'inégalité dit que cela definit sur I'espace vectoriel des fonctions contin-
ues sur |a,b] une norme. Linégalité de Minkowski en est simplement

I'inégalité triangulaire.
|

|
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