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Questions de cours

Donner les définitions de:
¢ £ =F (o0 F et F sont deux ensembles);
e f=g(od f: E— Fetg:G— H sont deux applications);

o f est une application injeétive.
Partie I

1. Montrer que, pour tout ensemble E,

§CcE e ECE.

2. Montrer que, si A, B,C sont des sous-ensembles d'un ensemble E,

AN(BUC) = (ANBYU(ANC).

3. 5i E={a,b,c}, écrire P(E) en extension.

Partie IT

1. S8if:E — F est une application et By, By € P(F), montrer que f~1 (BN By) = f~1(By)Nf~1(By).

0, C+AY Acteon F(A1N A2) = F(4)) N £(42) pour A1, As € P(E)?

l

2. Solent deux applications f : B — F et g: F — G. Montrer que, si go f est injective, alors f est

injective.

3. Donner la définition de:

) ;( [ E — F est une application inversible.

U J/ En déduire que f: R} — R définie par f(z) = Inz pour tout z € R, est inversible.

At

4. Déterminer les domaines de définition des fonctions réelles définies par:

f(z)=In(tanz) et g(z) = tan(lnz).




5. Soit f la fonction réelle définie par
fl@)=Vat+2m +1
015' a) Vérifler que Dy = R.
9,5 b) Déterminer Imf.
A <) Déterminer 7-1({0}), F((13) et F ({1}

TY2
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Les quatre exercices sont indépendants
Exercice 1

L’ensemble R des nombres réels est muni de la relation d’ordre habituelle (ordre canonique). Soit 4 un

sous-ensemble borné de R
1. (a} Ecrire, & Iaide de quantificateurs, la propriété : M est la borne supérieure de A.

{(b) Ecrire, & I’aide de quantificateurs, la propriété : M n’est pas la borne supérieure de A.

2. Onnote A={zreR|Ja€c A, r=—a} ={-a]|a€ A}
Montrer que sup(—A4) = —inf{A4). :

Exercice 2
On définit sur C* une relation binaire K par:
Y(z,2') € (C*)?, 2RZ & 3acR Z=az
1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur C*.
2. Décrire et dessiner les classes de 1, 2¢, —1 +1.

3. Donner toutes les classes d’équivalence pour la relation &.

4. Définir (trés soigneusement) une bijection entre ’ensemble quotient C*/R et le cercle §* = {z € C||z| = 1}.

Exercice 3

On considére la suite récurrente {tn)nen~ définie par :

1
w =a > 1, Un+1=2——.
Un

L. Montrer gue, pour tout n € N*, on a u, > 1.
2. Montrer que la suite {un)nen+ est décroissante.
3. (a) Justifier la convergence de la suite {tn)nen-.

{b) Quelle est sa limite ?

Exercice 4

Le sous-ensemble F = {—1,1,4,—i} de Pensemble € des nombres complexes muni de la loi usuelle de
multiplication dans C est-il un groupe 7
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Exercice 1

Soient f: E — F et g : F' — G deux applications.

a) Montrer que, si go f est surjective, alors g est surjective.

b) Montrer que, si go f esﬁ injective, alors f est injective.

¢} Trouver un exemple oll g o f est bijective et ni ¢ ni f ne sont bijectives.
Exercice 11

Soit u la fonction réelle définie par

u(z) = VIn(tan ).

a) Déterminer le domaine de définition D de u. Ecrire D comme une réunion d’intervalles.
b) Déterminer I'image directe et réciproque par u« de l'intervalle E], 1].

Exercice II1
Soit 'ensemble E = {a, b, ¢}.
a) Ecrire P(E).
b) Rappeler la définition de :"linclusion, notée C, est une relation d’ordre partiel dans P(E)”.
¢} Quels sont les éléments extrémaux de P(E)?
d) Soient A = {@, {e}}. Déterminer les minorants et majorants de A, ainsi que inf A et sup 4.
e) Méme question pour B = {, {a}, {b}, {c}}.

Exercice IV

On définit sur C la relation R, par

Y(z1,22) € C2, 2Rz, lorsqu'il existe k € Z tel que z; — 29 = 2k,

a) Montrer que R est une relation d’équivalence.




b) Sion note z = a+1b les nombres complexes, avec a et b réels, et cl(z) la classe de z pour la relation R,

déerire cl(0), cl(1), cl(z) et cl{1 + ¢). Représenter ces classes dans le plan complexe.
¢) Pour tout élément (a,b) de R?, montrer qu’il existe ag € [0, 2n[ tel que cl{a + ib) =cl{ag + ib).
d) Montrer que l'application ¢ : [0, 2r[xR — C/R définie par

pla, ) = cl(a +f)

est bijective.
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Exercice 1
Soient f: B — F et g: F — G deux applications.
a) Montrer que, si g o f est surjective, alors g est surjective.

Réponse: Tout élément y € G a un antécédent x € E par la surjection g o f; il a donc pour antécédent

f(z) par Papplication g, ce qui prouve que g est surjective.

b) Montrer que, si g o f est injective, alors f est injective.

Réponse: 5i f{x)) = f{xg) alors go f(x1) = go f(z2)} donc 1 = x,.

¢} Trouver un exemple ol g o f est bijective et ni g ni f ne sont bijectives.

Réponse: le contrexemple E = G = {a} et F = {b,c}, avec f(a) = b et g(b) = g(c) = a. L’application

f n'est pas surjective puisque f(E) n’a qu'un seul puisque g(b) = g(c). L’application g o f est bijective:

c’est Videntité sur F.

a. b a
(L)

E F G

Exercice II

Soit u la fonction réelle définie par

u(z) = +/In{tan ).
a) Déterminer le domaine de définition D de u. Ecrire D comme une réunion d’intervalles.

P T . aps il
Réponse: tan x est défini pour x # E—-l—k’.ﬂ’ (k € Z). tanz est strictement positif pour x € U ]kﬁ, 0 + kw [
kel

In(tanz) est positif ou nul pour z € U [g + km, g + km [ Ce dernier ensemble est le domaine de
kEZ

définition de la fonction u(z) = /In(tanx).




b) Déterminer l'image directe et réciproque par u de 'intervalle {0, 1].

Réponse: I’image directe de [0, 1] par u est [u (%) ;u{l) [ c’est a dire [0, +/In(tan 1) [ L’image réciproque

de [0, 1] par u est U [E + km,arctan(e) + km [
wez

Exercice 111
Soit I’ensemble E = {a, b, ¢}.
a) Ecrire P(E).
Réponse: P(E) = {0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.
b) Rappeler la définition de :"I'inclusion, notée C, est une relation d’ordre partiel dans P{E)”.

Réponse: Pour tout A, B et C éléments de P(E)}, on a
ACA;

st ACBet BC A alors A= B;

sitACBetBC CalorsAC(C;

et il existe A et B éléments de P(E) tels que: ni AC B ni B C A

¢) Quels sont les éléments extrémaux de P(£)7?

Réponse: § et E.

d) Soient A = {0, {a}}. Déterminer les minorants et majorants de A, ainsi que inf A et sup A.

Réponse: le minorant de A est §; les majorants de A sont {a}, {a,b}, {a,c},{a,b,c} (c'est & dire les

dléments de P(E) qui contiennent chacun des deux éléments de A).

inf A =0 et supA = {a} (c’est un majorant de A qui est inclus dans chacun des quatre majorants de A).
e) Mame question pour B = {0, {a}, {b}, {c}}.

Réponse: le minorant de B est §; le majorant de B est {a, b, c} (c’est le seul élément de P(E) qui contient

chacun des quatre éléments de B).

inf B=0 et supB = {a,b,c} = E.
Exercice IV

On définit sur C la relation X, par

¥(z1,20) € C%, 21 Rz lorsqu'il existe k € Z tel que 21 — 2o = 2k7.




a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

Réponse: Pour tout z;, zo et z3 éléments de C, on a

1Rz parceque z; — 2 =2-0-m;

si 21Rz2g alors 2Rz (z0 — 2z = 2(—k)7w);

si 2Rz et 20Rzy alors 21 Razy (les égalités 21 — z9 = 2ky7 et 20 — za = 2kow impliquent z; — z3 =

2(ky + ko) ).

b} Sion note z = a+ib les nombres complexes, avec a et b réels, et cl{ z) la classe de z pour la relation R,
déerire ¢l(0), cl(1), cl(?) et cl{1 + £). Représenter ces classes dans le plan complexe.

Réponse: z €cl(0) & z — 0 =2km, k € Z. La classe de 0 est donc 'ensemble des 2kn pour k € Z.

De méme,

la classe de 1 est 'ensemble des 1 -+ 2kw pour k € Z

la classe de i est Pensemble des i + 2km pour k € Z

la classe de 1 + ¢ est ensemble des 1+ 14 2km pour k € Z.
¢) Pour tout élément (a,b) de R?, montrer qu’il existe ag € [0, 27| tel que cl(a + ib) =cl(ag + ib).

Réponse: Comme (o + ib)R(ap + tb), on a a — ag = 2kx. On en déduit

a ag
i A
27 + 27
et par conséquent
a
5 €k, k+1].
Finalement k est la partie entiére de % et
a
ag=a—2wxF (5;) .

d) Montrer que I'application ¢ : [0, 2x[xR — C/R définie par

p(a, §) = cl(e +if3)
est bijective.
Réponse: 1) Injectivité, p(a, 8} = (o, 5} implique (o — o') +i(3 — ') avec k € Z, donc 3 = 3 et,
compte tenu que o et o sont dans I'intervalle [0, 27 [, o = o'

2) La surjectivité est une conséquence du résultat obtenu a la question c: tout a +tb € C est 'image par
¢ de (ag,b) € [0,2n[xR.
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Exercice 1

1. Montrer que, si a € R,
a)(ve>0,0<a<e)=a=0;

1
b) {(¥n € N*, DgaS;)=>a=O.

2. Soit @ € Ret f, : R — R application définie par
Jfalz) ==z sizeQ
fe(z)=a+z sizeR\Q.

a) Si o € Q, calculer f,(—a) et fo(0); en déduire que f, n’est pas injective.

b) Soit o € @, montrer que si z € Q alors z + o € Q. En déduire les images directes f,(Q) et fo(R\ Q).

Exercice 11

1. On considére la suite u de terme général u, = (=1)"[1— =} pour n > 1 et les applications
n

g: N — Net h:N— N définies par g(n) =2n et A{n) =2rn + 1.
a) Déterminer les suites v =uoget w=uoh.

b) Montrer en utilisant la définition que v converge vers une limite £ que I'ont déterminera. Méme guestion

pour w.

¢) En déduire que u n'est pas convergente.

n
2. Soit a €] —1,1], & # 0. Montrer que la suite u,, = Zak sin k est convergente en montrant que c’est

k=0
une suite de Cauchy.

Exercice III

On considére les suites définies par:
271

=g OVgER), bn=,

aﬂ "
cﬂ=H(oﬁa€R}, dnzf—w;(oﬁaEIReta>l,avecp€N).

1. Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles a,, converge vers une limite que 1'on précisera.

n—2
2. Montrer que b, < 2- (5) & partir d’un certain rang; en déduire que b, converge vers une limite

que |'on précisera.




3. Maéme question pour ¢, en montrant que
n—ng+1
a
(]

oll g > |al, et K est une constante & préciser.

. n \? L
4. a) Montrer que la suite (n——l-l) pour p € N converge, quand n — +oo, vers une limite & préciser.

b) Montrer alors que si a > 1:

P
n
a-|—=) >K'>1
n+4+1
3 partir d’un certain rang, pour une valeur de K’ & préciser.

¢) En déduire que d,4; > K'd, & partir d’'un certain rang, et que d,, diverge.
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Exercice I

1. Montirer que, si a € R,
a) (Ve >0, 0<a<e)=>a=0;

a
Supposons (Ve > 0, 0 < a <g). Onaalorsa >0, et sia > 0 on a aussi a < % (en faisant ¢ = 5) Mais cette inégalite

impligque a — g— < 0 c’est & dire a < 0, et elle contredit ’hypothése 0 < a. Donc la seule possibilité est a = 0.

b) (¥n € N¥, Ogagl)#a=0.

3

. 1 . 1 . . Loy .
Supposons maintenant (Yn € N*, 0 < a < =), Sia n'est pas nul, = existe et (R étant archimédien) il existe un entier n tel
T a

1 . ; . .
quen -1 > ~, et par conséquent a > —. Mals on a supposé le contraire, donc a est nul,.
a n

2. Soit x e Ret f,: R — R l'application définie par

falz) == size@
falz)=a+z sizeR\Q.
a) Si a & @, calculer fo(—a) et f,(0); en déduire que f, n’est pas injective.
Tous deux valent 0, f n’est donc pas injective.
b) Scit a € Q, montrer que si z ¢ Q alors £+ a ¢ Q. En déduire les images directes fo(Q) et fo(R\ Q).

Supposons = ¢ Q. Si x + « appartenait Q, alors z (qui est égal 3 (z + ) — o) appartiendrait aussi @ (on sait qu'en

réduisant au méme dénominateur, la différence de deux nombres rationnels est rationnelle).
Exercice I1

1. On considere la suite » de terme général u, = (—1)" (1 — — ] pour n > 1 et les applications
n

g:N—Net h:N— N définies par g(n) = 2n et A(n} = 2n+ 1.

a) Déterminer les suites v=uoget w=uoh.

=1|{1 L et uy = (1 1
Un = 2n r n+1/

1Les notes se trouvent sur le site: http:/ /site.voila.fr/a.thomas
Rappel: Le tutorat amphi 2 a lieu mercredi 7 et 14 décembre dans les salles 608 et 616 au 6°° étage bloc A.

L'atelier numérique du jeudi 8 décembre, salles 31 et 32 au 3*™* étage.




b) Montrer en utilisant la définition que v converge vers une limite £ que I'on déterminera. Méme question

pour w.

1 1
v converge vers 1; |vn — 1| = o est plus petit que € quand n est plus grand que la partie entiére de — 4 1, puisque cette
n €

T 1 1
condition impliquen > = et — < e.
e n

w converge vers —1: pour la méme raison, ju, — (—1)| = 3 est plus petit que € quand n est plus grand que la partie

1 41
entidre de — + 1.
£

¢) En déduire que u n’est pas convergente.

57 elle était convergente, les suites extraites v et w convergerajent vers la méme limite.

n
2. Scit a €] — 1,1[, a # 0. Montrer que la suite u,, = Zak sin k est convergente en montrant que c’est

k=0
une suite de Cauchy.

Pour m < n,

T
Z a® sink

Un — uml =
k=m+41
"
k
< 3 lal
k=m-1
n—m—1
< je™t 37 al
k=0
_ n—m
< ;alm-t—l . 1 |CI'.I
L —1a|
|a|m+1
I
jop+1 i
La sujte T-Ta] converge vers 0 quand n — +co (parce que a €] — 1,1{), donc (étant donné e > 0) on a Tl < ¢ et par
— | —|a
conséquent |tn — | < € & partir d'un certain rang (c’est 4 dire pour m et n assez grands).
Exercice III
On considére les suites définies par:
2n a” a™
an, =g" (ol g € R), bp=—, tn=— (ol a € R), dn:—p (ohaeReta>1, avecpeN)
. nl T3

1. Déterminer les valeurs de g pour lesquelles a,, converge vers une limite que P'on précisera.

ay converge vers 0 siq €] —1,1{, et vers 1 sig=1.

n—2
2. Montrer que b, < 2- (—g) & partir d’un certain rang; en déduire que b, converge vers une limite

que l'on précisera.

2 2 2 2 2 _2 2 /3 21\ "2
0< by = 1’332 " 'm < 13" (5) . La limite de 2 - (5) est nulle d’aprés la question précédente, donc
celle de by, est nulle d’aprés le théoréme des gendarmes.

3. Maéme question pour ¢, en montrant que

| | nt—ng+1
<K | —
|Cn| ( .




ol g > |af, et K est une constante & préciser.

al a n—np+1 n—np+1
T 0 U - S C B | <K.(M) avecfg = lol 1ol _lal La;,-m,-tede;(_(ﬁi)
1 2 nog—1 no n g 1 2 ng — 1 ng

est nulle d’aprés la question 1., donc celie de cn est nulle d’aprés le théoréme des gendarmes.

P .
4, a) Montrer que la suite (n—l) pour p € N converge, quand n — +o0, vers une limite a préciser.

n P n n n , , n
= . EENP converge vers 1 puisque lim —— =1
n+1 n+l n+1 n+1 n—toon+41

b) Montrer alors que si a > 1:

r
(_’f_) S K'>1
n+1

& partir d’un certain rang, pour une valeur de K’ & préciser.

Comme lim (

H— 400

» n \P n \P
) =1,onaaussi lim a- (—1) =a. Si K’ €]1,a[, on en déduit o - (—) > K’ a partir
T

n+41 n—+oc n+ +1

d’un certain rang.
c) En déduire que d,4y > K'd, & partir d'un certain rang, et que d, diverge.

L d
%ﬂ =a- (RLH) > K', donc (par récurrence) d—n > (K"~ Comme K’ > 1, la limite de (K')~1 est 400 et
n 1

(compte tenu que di = a > 0} la limite de dn est aussi +oc.
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Les quatre parties sont indépendantes

I. Soient A, B deux ensembles et f :A — B une application.
a) Montrer que, pour toute partie X de 4, X C f~1(f(X)).

b) Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes:

(1) pour toute partie X de 4, f~}(f(X)) =X,

(4
!
¢

(2) f est injective (On pourra montrer que non(l) est équivalentei non(2)).

II. Montrer que |’ intervalle |—1, 1] est un groupe abélien pour la loi x définie par, pour tout a, b €]—1,1|,
-~
s po atd
1+ab

III. Montirer, par récurrence sur n, que , pour tout n € Non a

A

1.1
2" T n
I8
A b} Rappeler la définition de “ R est archimédien” et celle de “la suite v, converge vers I € R”. En
P

. 1
déduire que la suite v;, = o converge vers 0.

2

2
. PP . i
c¢) Montrer, en utilisant la définition de la convergence, que la suite u, = ———

est convergente.
2n2 +3 B

IV. Sur N x N, on définit la relation binaire R par

(z,y)R(z’,y') sl z<z' et
a) Est-ce une relation d’équivalence?
b} Est-ce une relation d’ordre?
c) Soient les ensembles
A =1{(1,1),(2,3),(2,4),(4,5),(5,2)},

B = {(27 1)’ (11 3)’ (5? 2)7 (11 5): (Sa 6)}




Déterminer les majorants et minorants et, s”il y alieu, la borne supérieure, la borne inférieure le plus

grand et le plus petit élément de A et de B.
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Les trois exercices sont indépendants

Exercice 1

Soit P{f) la proposition : .
V:EER' VyER? Q(f!mly)

ol Q(f,z,y) est l'implication :
r<y = flz) 2 fy).

1. Donner, si cela est possible, une fonction f telle que la proposition P(f) soit vraie.
2. Ecrire la négation de la proposition P(f).

3. Donner, si cela est possible, une fonction g telle que la négation de la proposition P(g) soit vraie.
4. Ecrire 'implication réciproque de P'implication Q(f, z,y).

5. Ecrire la contraposée de I'implication Q(f,z,y).

Exercice 2

Soit (G,*) un groupe. On note e son élément neutre et £~ Iinverse de tout z € G.

1. Déterminer (en le justifiant) l'inverse (z xy)~! de z *y en fonction de z~! et de y~!.

2. Soit H un sous-groupe de 7. On considere sur & la relation : TRy zxyle H.
(a) Montrer que la relation R est une relation d’équivalence.
(b) Déterminer la classe de e.

3. Soit a un élément de G fixé et s0it ¢ : G — G définie par : ¢(z) =a+z*+al.

(a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupes.
(b) Etudier son noyau et en déduire que ¢ est injectif.

(¢c) Montrer que H'={r € G |3h € H, z=axh*a"1} est un sous-groupe de G.

Exercice 3
Soit A un sous-ensemble borné de R et soit sup(A4) sa borne supérieure.

1. (a) Ecrire pour tout £ >0 que (sup(A) — &) n'est pas un majorant de A.

(b) En prenant pour tout n € N*, ¢ = -71;, en déduire qu’on peut trouver une suite (T,)nen- telle que
VYn € N*, x,, € A et telle que z,, converge vers sup(A). -

2. On suppose que A C R¥ (et A # {0}) et on définit: B= {22/ z € A}

(a) Montrer que B est majoré.
(b) Montrer que sup(B) = (sup(A))2.




