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FEUILLE D'EXERCICES N° 1

LOGIQUE, THEORIE DES ENSEMBLES

-I. Un peu de logique

Exercice 1 Questions de logique
1. Tous les Poldaves sont bruns et tous les Syldaves sont blonds.
(a) Quelle caractéristique vous permet d'affirmer que quelqu’un n’est pas Poldave?
(b) Que peut-on dire de quelqu’un qui est roux 7

2. Pour étre naturalisé Syldave, il faut que soit un des parents soit Syldave, soit étre né sur le sol Syldave.

Vous refusera-t-on la naturalisation si Yo
(a) .unb de vos parents n'est pas Syldave | i
(b) vous n'étes pas né en Syldavie
(c) ancun de vos parents n'est Syldave
(d) un seul de vos parents est Syldave
(¢} aucun de vos parents n'est Syldave et vous étes né en Poldavie.
3. Un sous-ensemble A de nombres réels posséde une borne supérieure :
cela entraine-t-il que :
. (a) Pour tout nombre pris dans A il existe un nombre réel plus grand que ce nombre?
(b) 1l existe un nombre réel qui est tel que tous les nombres pris dans A solent plus petits que ce nombre.?

4. Pensez vous que cette loi de Physique soit vraie ou fausse :

"Plus un corps tombe moins vite, moins sa vitesse est plus grande”.

Exercice 2 Manipulation des connecteurs logiques
1. Construire la table de vérité des connectewrs binaires (i.e. : ‘et’ jou', = (‘implique’), & {‘équivaut &)},
Faire de mé&me pour le symbole unaire de négation ‘non’.
2. Soient F, F', F" trois formules (ou propositions). Montrer que :
(a) F= F =non F' = nonF,
(b) [FetM = (F'et(non F"))] = F = non I,
(raisonnement par I'absurde)
3. Parmi ces assertions, lesquelles sont toujours vraies cu toujours fausses ou ni toujours vraies ni towjours
fausses
[Pou(Qet R)] et (QouR);
(Pou(non Pet Q)] & (Pou@);
{non P = Q) et{Q = P).



Exercice 3 Quelgues propriétés des opérations logigues

Soient P, & et R trois propositions, montrer que :
non (non P} & P

(PouQ) & (QourF)

(Pet(QouR)] & [(PetQ)ou(Pet R)|
iPou(Qet R)] & [(Pou@)et{P ouR)]

non (Pet@})  (non P)ou(aon )Q

non (Pou@) < (non P)et (non )@

i

!

Exercice 4 On note 4 lensemble des arbres de la forét de Fontainebleau et # I'ensemble des feuilles de tous
les arbres.
1. Traduire avec des quantificateurs les propositions suivantes et dive si elles sont vraies ou fausses (on définira
éventuellement de nouveaux ensembles) : s
— Il existe un arbre et il existe une feuitle qui est sur cet arbre; Lo
- Tous les arbres ont des feuilles; .
— Tous les chénes de la forét ont des feuilles rousses en automne; ‘

- Tous les arbres de la forét ont perdu leurs feuilles en hiver.

2. Traduire en frangais les propositicns suivantes et dire si elles sont vraies ou fausses :
-VAe AVfeF, fe 4,
-vfeF,dAe Atel que fe 4,
-VfeF,JAc Atelque f ¢ A

Exercice 5 Dire si les affirmations suivantes sont justes ou fausses : soit z un nombre réel,

-siz=1alorse® =¢;

1+v5
]

-slixr<— alors €® < —m;

—-gixz=1+1alors e® = 0.

Exercice 6 Trouver la négation des propositions suivantes :
- Jean porte un béret ou une casquette;

Si Jean porte un couvre-chef alors il porte un béret ou une casguette;

i

- Pierre porte un pull et un manteau ;

Il fait froid donc Pierre met un pull et un manteau;

- Toute personne qui a une maison, a, un jour, des problémes de chauffage;

- Dans chaque famille, oil i} ya un chien et des enfants jeunes, il y a toujours de l'animation et des cris.

Soit z un nombre réel,

z appartient & |0, 10[ et 2 est un nombre pair ;

-z appartient & ]0, 10[ ou x appartient a |5, 6],

Exercice 7 Remiplir avec &, =, 4=. ou encore x lorsque aucune des irnplications n'est possible; justifier vos

chioix.



4. La fonction f est croissante sur B ... limg_ 440 f{z) = +00.

Exercice 8 Scient 1y un nombre réel fixd et f une fonction de R dans R. Ecrire, & 'aide de quantificateurs,

les propositions suivantes et donner leur négation :

- Pour tout £ > 0, il existe un nombre réel § strictement positif tel que, pour tout nombre réel x vérifiant
|z — zo] < 8, alors | f(z) — flzo)l < &.

- Pour tout nombre réel x et powr tout £ > 0 il existe un nombre réel & strictement positif tel que, pour tout
nombre réel y vérifiant |y — x| < 6, alors |f{y) — f(z)| <e.

~ Pour tout € > 0, il existe un nombre réel § strictement positif tel que, pour tous nombres réels x et y vérifiant
ly — 2] < 6, alors | f(a) - f(y}] < <.

Les deux derniéres propositions sont-elles équivalentes ? {

Exercice 9 quantificateurs universels

1. A-t-on les formules :
Ve, (P(z) ou Qz)) =Vz P(z) ou Yz Q(z)
Yz, 3y Plz,y) = 3y, ¥z Plz,v).
2. Ecrire la définition de la borne supérieure d'un sous-ensemble non vide bornéde R. Ecrire qu'un nombre

@ n'est pas la borne supérieure d'un ensemble A. L’ensemble vide admet-il une borne supérieure?

II. Théorie des ensembles

Exercice 10 symboles de théorie des ensembles
1. Soient X un ensemble et A, B, C trois parties de X.
(a) Expliciter les formules de théorie des ensembles : z € AU B, z € ANB, z € A®, au moyen des
connecteurs logiques et symboles élémentaires (z € A, z € B).
{by Moentrer que AUB C AUC et ANB C AN impliguent B C C.
2. On pose AAE = AU BN\ (AN B). L'opération AAB est appelée la différence symétrigue de A et de B,
(a) Montrer que AAB = (AN B)U (BN A°) ol © désigne le symbole de complément.

{h) Retrouver le résultat en construisant la table de vérité de z & AAB.

Exercice 11 Fonetion caractéristique d'un ensemble

Solent E un ensemble et 4 une partie de E. On appelle fonction caractéristique (cu indicatrice) de A Papplication
de E dans {0, 1} définie par
0 sixgd
fale) =

I sinon

Solent A et B deux parties de E. Exprimer faug, fans et fpoa en fonction de fa et fis.



grcice 12 Opérations sur les ensembles |

1. Soient B, F' et (G trois ensembles. Montrer les propriétés suivantes :
 (8) (ENF)UG=(EUG)N(FUG)
by (EUFNG=(ENG)UFNG)
2. Soient A et B des parties d’un ensemble 5, montrer
(a) (AUB)* = AN B©
(b) (AnB)* = AU B¢
3. Solent A et B des parties d’un ensemble £, montrer ’équivalence des propositions suivantes :
(a) AUB=F
(b) A*C B
(c) BeC A

Exercice 13 Produit cartésien

1. Soient les sous-ensembles de R suivants : [ =[0,3], J = [0,4], K = [1,4], L = [1,5].
Dessiner dans le plan repéré par un repére cartésien les ensembies : T x J et K »x L; déterminer : (I x J}n
(K % L).

Pour les ensembles quelconques A, B, C, D, déterminer (en justifiant le résultat) (A x B) n(C x D).

]

. Montrer en donnant un contre-exemple, que (A x B) U (C x D) n’est en général pas un produit cartésien.

Que vaut A x Bsi A=0.

oo

Résoudre 'équation : A x B =0,

Exercice 14 Ensemble des parties d’un ensemble
Soit V'ensemble 4 = {a ,b , ¢, d}. Déterminer P(A).
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1. Relations binaires, relations d’équivalence

Exercice 1 Etudier les propriétés des relations binaires suivantes :
1. dans R : g Ry & =y S;O;
2. dans R* : sRy & zy > 0;
3. dans Z : 2Ry & z|y; puis dans N;
4. dans N: zRy & (Zn e N,y =2").

Exercice 2 On définit sur R? la relation binaire R par 7

V(z,y) e R% ¥z’ y') € K%, (z,1)R(,¥) # Fa> 0,3 > 02" =az ety = by.

0

1. Montrer que R est une relation d'équivalence.
2. Donner la classe d'équivalence des couples (1,0),(0,1); (1,1)-

3. Trouver toutes les classes d’équivalence et les visualiser en faisant un dessin.

Exercice 3 congruence rodule n

Soit 7 un entier naturel non nul. On considére la relation R, définie sur Z, par aRqb & nja —b
1. Montrer que R, est une relation d'équivalence sur Z appelée congruence modulo n.
2. Déterminer I'espace guotient.

3. Montrer enfin que pour tous a, &, ¢ éléments de Z,

aRnb & (a+ c)Ru(b+¢) (R, est compatible avec 'addition)
aRnb & (ac)R,(be) (R, est compatible avec la multiplication}

Exercice 4 On définit dans F(R,R) = {applications de R dans R} la relation R suivante :
fRg & A4 >0 Vz e R, (|z]| > A = f(z) = 9(z))

Montrer gque R est une relation d’équivalence.



Exercice 5 Soit B I'espace usuel. On fixe un point O de E et on définit la relation binaire % sur

'ensemble des points de & par
PRP' & les points O,P et P’ sont alignés.

— Est-ce une relation d’équivalence sur &7
- Onnote B* = E\{O}; moatrer que R est une relation d'équivalence sur B*. Déterminer I'ensemble quo-
tient (dans cet exercice, I'ensemble quotient obtenu correspond & un objet fondamental en géométrie :

l'espace projeatif).

Exercice 6 Etant donnés, dans un plan rapporté & 2 axes de coordonnées, deux points P = (z,y) et
!

P! = (z',y), on note R la relation

Ey
£

2

PRP & zy=a'y.

Montrer que c’est une relation d'équivalence dans le plan et en construire les classes d’équivalence.

1I. Relations d'ordre

Exercice 7 Soit B un ensemble.
1. Montrer que l'inclusion définit une relation d'ordre sur P(E);

2. Montrer que toute paire {X,Y} d’éléments de P(E) admet une borne supérieurs et une borne

inférieure pour cet ordre. Les déterminer.

Exercice 8 Montzer que (N*,|) est un ensemble ordonné (ol | est le symbole de divisibilité : a]b &3ke
N*b = ka). Est-il totalement ordonné ?

Soit A = {6,21,15}, y-a-t’il un plus grand élément dans A, un plus petit élément'? Meéme question avec
A={2,8,10}) et A= {2,6,12}.

Exercice § ordre lezicographique sur un produit cartésien

(4,%1) et {B, 1) sont deux ensembles non vides ordonnés. On définit sur ensemble A x B la relation

Slcz par :
(@,b) pex (0,0} = ((a #d et o< a)ou(a=a eth<, b’)).

1. Montrer que cette relation est un ordre sur 4 x 5.
2. 81 A= B =N, et <;=L3=<, dessiner tous les éléments de N x N inférieurs & ’élément (2, 4).

3. 81 € et < sont totaux, peut-on affirmer que <ipy Pest ?




Exercice 10 ordre produit sur un produit cartésien

(A, <} et (B, <g) sont deux ensembles non vides ordonnés. On définit sur 'ensemble 4 x B la relation

Spro par:
{@,8) oo (@', V) &= (@ €10 et b <o b)),

1. Montrer que cette relation est un ordre sur 4 x B,
2. 5iA=B =N, et £;=53=5, dessiner tous les éléments de N x N inférieurs & P'élément (2,4).

3. Si € et <, sont totaux, peut-on affirmer que <pr, Hest?

Exercice 11 On munit R? de I'ordre produit associé al'ordre usuel sur R (¢f exercice précédent).
Onnote A4 = {{z,y) e R?; 22 +42 < 1}.
. 1. A admet-elle une borne inférieure dans R? 7 st oui, laguelie ? (on fera un dessin).

2. A admet-elle une borne supérieurs dans R? ? laquelle ?

Exercice 12 Soit R la relation définie sur M? par :
@ WRE, V) e o<y ety <y

1. Montrer que R est une relation d'ordre. Cet ordre est-il total?

2. Soit A = {(1,1),(2,3),(2,4), (4,5),(5,2)}. Quels sont les majorants, minorants et, s'il y a liey,
borne supérieure, borne inférieure, plus grand et plus petit élément de A7

. III. Applications

Exercice 13 Solent f: X — ¥ et ¢: ¥ — Z deux applications. Notons A =go f.
1. Montrer que h injective (resp. surjective} entraine f injective (resp. g surjective).
2. St f et g sont linéaires, montrer que k& est linéaire.

3. Si f est lindaire et surjective et h est linéaire, montrer que g est linéaire.

Exercice 14 Si f est une des fonctions ususlles cosz, singz, &%, 2%, /= ou Inz, déterminer Fi{yh

pour tout ¥ € R et dire si f est injective ou surjective.

o

Exercice 15 Solent f : E— F, g : F— G, h : G — E trois applications ; démontrer que si parmi
les trois applications hogo f, go foh, fohog, deux sont injectives {zesp. surjectives), la troisidéme étant

surjective (resp. injective), alors-f, g, h sont bijectives.



Eixercice 16 Soit f une application de X dans Y. Montrer que f est injective si et seulement si il existe
une fonction g de ¥ dans X telle que go f = I'dy. La fonction g est-elle unique 7

Exercice 17 Soient quatre ensembles B, E', F, F'. Démontrer que
(ExBYN(FxF)=(EnF)x (EnF

A-t-on une propriété analogue avec la réunion ?

Exercice 18 (Application "image réciproque”)
Soient X, ¥ deux ensembles et f : X — Y une application.

1. Rappeler la définition de f{4) pour une partie 4 de X, ainsi que ta définition de f~(4’) pour une o .

partie A’ de ¥
2. Pour tous (A, B) € P(X)? et (4, B’} € P(Y)?, comparer
(a) F(AUB) et f(A}U f(B); fF(ANB) et f(A)N f(B).
(b} fTHATUB) et fTHANUFTUBY); fTHA OB et fTHAY R U,
(On pourra généraliser au cas d’une réunion ow d’une intersection quelconque de sous-ensembles. )
(c) F(A%) et f(A)*; f7H(A) er F2(A")"
(d) Aet FoHf(A)); A ot FF~1(A")).
3. Montrer que =) est une application croissante de P(Y) dans P(X).
4. Démontrer les propositions suivantes :
(8) (Y(4,B) € P(X)?, f(ANB)=fA)NF(B)) = f injective
(b) (VA€ PX), FUf(A)=A) <= f injective.
(¢) (VA eP(Y), F(f7HA))=4A) <= fsurjective.

B
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I. Lois de composition internes

Bxercice 1 On définit sur RY {a loi de composition interne » par :

(z+y+|z—yl)

Y(z,y) € RY), aay=Z2YT

1. Montrer que pour tout a, on a gxa = q;
2. Montrer que * est commutative, associative et admet un élément neutre

3. Montrer que le seul élément qui admet un symétrique est 0.

Exercice 2 On définit sur R la loi de composition interne * par :
V(z,y) €R?, zwy=al(z+y)+bry+ec
(@, b, ¢ 8tant des réels fixés).

A quelle condition la loi est elle associative ?

Exercice 3 On définit sur N la loi * par :
V(n,m) EN?, maxn=n+m+1.

Etudier Jes propriétés de cette opération.

Exercice 4 Etudier les lois suivantes :
1. sur R, la lai + définie par ax b = sup{a, b);
2. méme chose que ci-dessus mais sur R,

3. sur R, Ia loi % définie par ax b = @ - b+ ab.

- I1. Groupes

Exercice 5 Pour tout couple (&,8) € €% o # 0, on définit application fup : € — C en posant

fan(2) = az+b.
L. Soit (g,b) € C* x C. Montrer que 'application f, 5 est bijective.



2. Soit G = {f,4 | {a,b) € C* x C}. Montrer que (G, o) muni de la composition des applications est

un groupe. Ce groupe est-il commutatif

Exercice 6 Viérifier que R} x R est un groupe pour la loi x définie par
(@,9)* (@', ¥) = (32,39 + ).

Est-ce un groupe commutatif ?

Exercice 7 Soit (&, x) un groupe tel que ¥z & G, 2% = & (ol e est P'élément neutze de la loi x). Montyer

que & est abélien,

IT1. Sous-groupes

Exercice 8 Soient & un groupe et H et X deux sous-groupes de G. Montrer que :

HUK=GCG & (H=0G ou K=G)

Exercice 9 Soit () un groupe. On appelle centre de G la partie C de G définie par :
C={reCGlWeC, =zy=yz}

Montrer que C est un sous-groupe de &,

Exercice 10 Soient (G, T) et (G, 1) deux groupes et * la loi-produit définie dans G x G par :
(@) * (=, y) = (2T, yLy").

1. Montrer que (& x G',+) est un groupeé.

2. Montrer que si B (respectivement H’) est un sous-groupe de G (respectivement G), alors H x H'
est un sous-groupe de G x &,

I'V. Morphismes de groupes

Exercice 11 Soit §! le cercle trigonométrique. On considére Papplication [ : (€, x) — (S, x) définie
Z N R . . '
par f{z) = i-z—l Montrer que 'application f est un morphisme surjectif de groupes.

Exercice 12 Soient (&, T) et (&', L) deux groupes et f : ¢ — & un morphisme de groupes.

1. Moitrer que pour tout sous-groupe H de G, F(H) est un scus-groupe de G*,




2. Montrer que pour tout sous-groupe H' de &, F=Y(H") est un sous-groupe de G.

Exercice 13 Solent G et &' deux groupes, e Iélément neutre de G et f : ‘G — &’ un morphisme de

groupes. Montrer que f est injectif si et seulement si ker(f) = {e}.

Exercice 14 Solent G et &' deux groupes et f : & — ¢ un morphisme de groupes surjectif.
1. Montrer que si G est, mdnogéne, alors ' est monogéne.

2. Montrer que si G est cyclique, alors & est c'yclique.
Exercice 15 Montrer que les groupes (@, +) et (Q*", x) ne sont pas isomorphes. £

Exercice 16 Montrer que les groupes (R* %) et (C*, %) ne sont pas isomorphes.
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Propriétés de R, borne supérieure, partie entiére-

Exercice 1 Redémontrer I'inégalité triangulaire :

Viz,y) € R? [lz| - jy]| < |z -yl < || + [y

Exercice 2 Soient A et B deux ensembles de R. On suppose B borné et A C B.

1.uMontreﬂque A es.t borné; 2 A

2. Montrer que sup, < suppg et inf4 > infp. j

Exercice 3 Soient A et B deux parties de R. On note A+ B :={a+bla€ A4, be B} et AB = {ab|ac

A, b€ B}. On suppose que A et B sont bornées :

1. Montrer que A+ B est borné et que sup(A+ B) = sup(A}+sup(B) et inf(4+ B) = inf(A)+inf(B).

2. Montrer que AB est borné;

(a) si ACR?T et B C R* montrer alors que sup{AB) = sup(4) x sup(B).

(b) siA=[-1 +1]et B= .[-—3, 1], déterminer sup(AB).

Exercice 4 Soit A une partie bornée de R.
~ On pose C'= {1 —afa € A}, montrer que sup(C) = 1 — inf(A4).

— Soit D = {|z — y| |2,y € A}, montrer que D est bornée et trouver sa borne supérieure.

Exercice 5 Soit f : R — & une fonction. On définit les fonctions :

= If1 par |£1() = |£(z)]| pour tout réel z;
— f* par f*(z) = sup(f(z),0) pour tout réel z;
— 17 par f{z} = sup(—f(z), ) pour tout réel z;

1. Soit f(z) = sin(z} dessiner les graphes de f, |f|, f*, f~.




H

2. Pour f quelconque, montrer que fl=ft+Ff et f=ft- =
3. Soient f et g deux fonctions de R dans R. On note sup(f, g) la fonction définie pour tout g par

sup(f, g)(z) = sup(f(z), g(z)). Déterminer sup(f, ¢) en fonction de F, g et de leurs valeurs absolues,
Faire de mme pour la fonction inf(f, g).

Exercice 6 Déterminer les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants :
- A={ineN); '
- B={(-1)"+ y[neN};

Exercice 7 Soit f : [0,1] — [0,1] une application croissante. Montrer qu'il existe z € (@,1] tel que
f{z) = z (x est un point fixe pour f). Indication : on pourra introduire A = {z €[0,1]] f(z)} = =}.

Exercice 8 Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = z — E(z).
1. Montrer que pour tout & € R0 flz) < 1;
2. Montrer que la fonction f est périodique de période 1;

3. Dessirer le graphe de f.

Exercice 9 Démontrer la propriété suivante :

z+1

vz € R, E(%)+E( ) = B(x).

La structure de corps

Exercice 10 On considére le sous-ensemble A = {x + yvZ|z,y € Q} de R. Montrer qu'il s’agit d'un
sous corps du corps des réels (R, +, x).

Peut-on généraliser 7

Suites et limites

Exercice 11 Ecrire & l'aide de quantificateurs les phrases suivantes :
~ La suite (un), est bornée & partir d’un certain rang;
- La suite {un), ne converge pas vers [ ¢ R;

— La suite (¢n)n n'est pas convergente.




Exercice 12 On considére la suite u, = (—1)1(Pﬂ3ﬂgl 1+ 25

Donner un exemple explicite de sous-suite de la suite (u,,), convergeant vers —1, un exemple de sous-suite

convergeant vers 1, un exemple de suite extraite alternée.

Exercice 13 Etudier la convergence des suites suivantes :
2
1 tp = %‘g—:’l—s
2. v = 2E(-1)

3. wn=g—:, a>0

— 1
4. an—m}-

Exercice 14 Soif (un)n une suite de réels et soit (vn)n et {wn)n deux suites extraites définies pas
Un = tgn €t Wy = Ugny1. On suppose que (v,), et (w.). convergent vers la mme limite { € R. Montrer

que {un)n converge vers [.
Exercice 15 Etudier la convergence de la suite définie par : ey = 3un + 2(n 2 0) 8t up = 2.

Exercice 16 Montrer que toute suite (un); avec up > 0 et vérifiant pour toutn 2 1,

€ Un2ugt:tUna

Exercice 17 Soient (n}n et (Vn)n les suites définies par u, = Y y_ 77 et vn = Un + . Montrer que

ces deux suites convergent vers la meme limite. Cette limite est-elle rationnelie ?

Exercice 18 On pose :
%

1
Tn= ) —0=
" ; plp+2)
Montrer que la suite (zn) tend vers 3 lorsque n tend vers +co.

Exercice 19 Soit a € R}, on considire la suite 8, = 3, a'.
1. Calculer S,.
2. En déduire les valeurs de a pour lesquelles S, est convergente ainsi que la valeur de l'éventuelle

limite.

Exercice 20 Montrer que pour tout entier naturel n € N, la suite (5;); définie par

{
n 4 2 CJ
Si=2 Elgzr)
“ k=0 -

converge vers n quand ! tend vers +o0. Indication : wtiliser la relation de 'ezercice 9.
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Algébre et Analyse élémentaire

Test 1

I) Soit P etQ deux propositions ; comparer les tables de vérités de : P ou ([nonP] et Q) avec celle de
(PouQ) et celle de (PetQ) ‘

Conclusion?

IT Soit A un sous-ensemble de R ; Seit la proposition :
Vye A, dz € A, tel que y >

. 1} Eerire en frangais cette phrase :

2) Nier (avec les symboles logiques ) cette proposition .:

I11) Montrer par une démonstration par Uabsurde que le nombre +/2 est tel que : 1 < Vi<,




