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SUITES

Exercice 1. Suite définie par une relation de récurrence

La suite (u,) est définie par

up =1 et upp1 =V1+u,.

a) Démontrer par récurrence l'inégalité wu, 1 > u,.

Elle est vraie pour n = 0 puisque u; = v/2 et up = 1.

Pour tout entier n tel que un+4+1 > un on a /I + upy1 > V1 + up c’est a dire up42 > Up41-
L’inégalité un41 > up est donc vraie pour tout entier n > 0.

b) Démontrer par récurrence l'inégalité u,, < 2. En déduire, compte tenu de la question

précédente, que la suite (u,) converge (c’est a dire admet une limite finie).
Elle est vraie pour n = 0 puisque ug =1 < 2.

Pour tout entier n tel que up < 2 on a 1+ up < V3 < 2 cest a dire Up+1 < 2.
L’inégalité u, < 2 est donc vraie pour tout entier n > 0.

c¢) La limite de u,, quand n — +o0o vaut-elle 27 Calculer cette limite (en faisant n — 400
dans 'égalité u, 1 = /1 + uy,).

Cette limite existe parce que d’apres les questions précédentes (uy, ) est croissante majorée (par la constante 2). Cette limite,
qu’on appelle £, ne vaut pas 2 parce qu’en faisant n — +oo dans ’égalité up+1 = /1 + up on obtient I’égalité ¢ = /1 + £,

qui serait visiblement fausse si £ = 2.

L’égalité £ = /1 + £ implique que £ > 0 et que 2 = 1 4 £. En résolvant cette équation du second degré on obtient

1 5
(= +2f (seule solution positive de I’équation).
Exercice 2. Suite géométrique

Indiquer, suivant la valeur de r, si la suite géométrique de terme général u,, = r™ est
bornée, monotone, convergente, a pour limite +00 ou —oo. Dans le cas ou elle est con-
vergente, donner la valeur de sa limite.

u croissante

Up =1r" u bornée ou u convergente lim w4, = —oc0 lim wu, = 40
décroissante n—+00 n—+oo
r<-—1 non non non non non
r=-—1 oui non non non non
-1<r<o0 oui non oui sa limite est  non non
0<r<1 oui décroissante oui sa limite est ] non non
r=1 oui constante oui sa limite est 1 non non
r>1 non croissante non non oui




Exercice 3. Limates de suites
a) Calculer les limites des suites définies par

n ) n n+ 2" n+(—1)" n++/2n(n+1)
) n — Cn = ) n — = .
n+1 3n+1 n+ 1 Vn+1)(n+2)

Ay = )

o241

Les limites sont 1,0,0,1,1 + v/2.

Un+1

b) Soit (u,) une suite a termes strictement positifs. Expliquer pourquoi, si lim =0,

n—-4oo Unp

alors lim wu, = 0.
n—-4o00

u
D’aprés ’hypothese ntl

tend vers 0, il est donc plus petit que 1 quand n est assez grand. Par conséquent u,41 est plus

Un
petit que un, c’est & dire la suite (un) est décroissante (pour n assez grand).

Elle converge parce qu’elle est décroissante (pour n assez grand) et minorée par la constante 0.

¢
Si on appelle £ la limite de u, (sous entendu quand n — +00), alors la limite de Untl ot 7 (& condition que £ # 0). Mais
Un

L
7 vaut 1, ce qui contredit I’énoncé. 1l est donc impossible que £ # 0, c’est a dire on a forcément ¢ = 0.



