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LIMITES DE FONCTIONS

Exercice 1. Meéthode des conjugués.

VIL+am] = 1 —am]

xn

Calculer les limites, quand z — 0 et quand x — +o00, de (m et

n sont deux entiers naturels fixés).

La méthode des conjugués donne

VILt+am = —am] [L+2™—[1— =™

@ v (VIT+am]+ T=am])

Quand x tend vers 0, 1 4+ x™ et 1 — 2™ sont positifs et tous les deux égaux a leurs valeurs absolues. Par contre si x tend

vers +00, 1 — 2™ est négatif et il faut remplacer |1 — ™| par —(1 — 2™). On a donc (apres simplification)

— — m
AR VAL = 2 siz — 0, et 2
o (VITHem]+ /1= am])

@ an (VIT+am]+ T =27

m
Compte tenu que — = ™" tend vers 0 (quand = — 0) si la constante m — n est strictement positive, vers 1 si cette

siz — +oo. (1)

T
constante est nulle et vers £oo si elle est strictement négative, on conclut que

0 sim—n>0

1 sim—n=20
1 m| 1_ m
o VI = I=a

x—0 xm

400 sim—n <0 et m—n pair
+oo sim—mn <0, m—n impair et 2 — 0T

—o0 sim—n<0, m—nimpairet x — 0.

La limite quand = — 400 est plus simple: d’apres (?7)

0 sim>0oun>0
1 m| __ 1 — pm
VA L A L V3
z——+00 ™ > sim=mn=20.
Exercice 2. Limites infinies.

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle o, +00[. Démontrer I’équivalence

lim @:—i—oo@VaER, lim (f(z) —az) = 400

Tr—-400 €T r——400

/@)

(indication: si une fonction f vérifie lim = +oo, il suffit d’exprimer f(r) — ax

r—+00
f(x)

x
une autre fonction f vérifie lim (f(x) —ax) = 400 pour tout a € R, il faut utiliser la
r—+00

()

en fonction de et de x pour s’apercevoir qu’il tend vers +o00. Réciproquement, si

définition de lim ——= pour démontrer que cette limite est infinie).
rx——+oco I
o fE@) _ ([ : : :
On suppose que hrf =~ = 4o00. Comme f(z) —ax =z | ——= —a, il est clair que f(z) — ax tend aussi vers +oo
r—+oo x

quand x — +oo0.

Réciproque: une autre fonction f est supposée vérifier lim (f(x)—az) = 400 pour tout a € R. Alors il existe évidemment

T—+00

T

un réel M tel que f(z) — ax > 0 pour tout x > M. L’inégalité f(x) — ax > 0 est équivalente a M > a. Comme on a
T

f(=z)

supposé que c’est vrai pour tout a € R, —— tend vers +oo.
T



Exercice 3. Calculs de limites.
x?—4 . 1—coszx sint

Calculer ilin 2312 C]éﬂo p (en supposant connue la limite %%T = 1),

lim sin? z i 1 2 lim V2r+1-3 lim Vr—x lim N lim sin(2z)

im ——— lim —

a—01 —cosz’ a—i\z—1 22—1) a=i [z —2— /2 o0t T+ a—+so /T +x 2-0sin(3z)
t 2

xlg& % xi%l+ % (utiliser la limite connue de x Inx quand x — 07), ilgcl) (zIn(z + 27)).

b b
Calculer les limites, quand z tend vers 0~,0", —oo ou +oo, de EE (—) et de —F (f)
a x x a

(a et b sont deux réels strictement positifs fixés, E(x) est la partie entiere de x c’est a dire
E(z) appartient a Z et E(x) <z < E(z)+1).

b:l?
Calculer lim (a —2i_ > suivant que 0 < a < bou 0 < b < a.

T——+00

1 2v2 2

b b b b
Les limites sont 4, — ,2, ,—,1,—-1, -, —00, —00,0, —, —, +00,0, +00,0, —, —, b, a.
2 23 3 a a a a



