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INTEGRALES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1. Intégration par parties

1
Pour tout entier naturel n on considere l'intégrale I, = / z"Log(1+4x) dx.
0

a) Calculer I.

1 1
Iy = / Log(l + z) dz = / uw'v dz avec u’ = 1 et v = Log(1 + x). Comme u’ = 1 est la dérivée de u =1+ x on a
0 0

1 1
Io = [uv]} — / w’ dz = [(1 + x)Log(1 + =)} — / 1 dz = 2Log2 — 1.
0 0

b) Montrer la relation

Log?2 1 1 _nitl
I, = 082 _ / * dx.
n+1 n+1J, 1+x

(Indication: intégrer par parties)

1 1 n+1
x
I, = / z"Log(1l + z) do = / u'v dz avec v’ = z" et v = Log(1 + x). Comme v’ = z" est la dérivée de u =
0 0

n+lona
zntl ! Lgntl 1 Log2 1 L gn+l
IO:[nJrlLOg(ler)}oi/g n+11+:pdx:n+glin+1_/o 1+xd$'
¢) En déduire 'encadrement
Log2 1 <1 < Log2.
n+1l (n+1)(n+2) n+1

n+1
est comprise entre O et
x

; son intégrale sera donc comprise entre celle de 0 et celle de z™™)
Pour z € [0, 1],

x
(Indication: vérifier d’abord que la fonction

xn+1
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Exercice 2. Changement de variable

Calculer (tan(z)) tan(z) dz. (Indication: on vérifiera d’abord que tan3(z) =

tan(x)(tan(z)) — tan(x), puis on utilisera la linéarité de l'intégrale)
On sait que la dérivée de tanz est 1 + tan? z. On a donc tan®(z) = tan(x)(tan(z))’ — tan(z) et par conséquent

/tanS(x) de = /tan(a:)(tan(a:))/ dx—/tan(x) dx

tan? x
= 3 + Log| cos(z)| + constante.

Exercice 3. Equatz’ons différentielles

Résoudre 1’équation différentielle
y'(z) — y(z) tan(z) = 1 — x tan(x).

Sur quels intervalles sont définies les solutions?

On cherche d’abord les solutions de y’'(z) — y(x) tan(z) = 0 et on les appelle y;, (elles ne sont évidemment pas solutions de
y'(z) — y(z) tan(z) = 1 — z tan(x)). D’apres la formule du cours c’est

C
| cos(z)]’

On peut enlever la valeur absolue: sur un intervalle ou le cosinus est négatif, il suffit de remplacer la constante C par la

yn = Ce™ J(—tan(z)) dz — Ce—Log\ cos(z)| —

constante —C.

On cherche une solution particuliere, qu’on appelle yp. La fonction yp(x) = x est évidemment solution (de I’équation
y'(z) — y(z) tan(z) = 1 — ztan(z)) puisque sa dérivée est 1. Maintenant on veut trouver toutes les solutions de y'(x) —
y(z)tan(z) = 1 — z tan(z), appelons les y4 (solution générale). La fonction yy — yp est solution de y'(z) — y(z) tan(z) = 0

puisque (yg — yp)'(z) — (yg — yp)(z) = (1 — ztan(z)) — (1 — z tan(z)) = 0. C’est donc une des solutions y;, qu’on a calculée

d’ott | yg(z) = = +

c’est a dire il existe une constante C telle que (yg — yp)(z) =

cos(z) |

C
cos(x)

T g
Les solutions sont définies sur les intervalles ol le cosinus ne s’annule pas, c’est & dire les intervalles ]75 + km, 3 + kﬂ[

pour tout k € Z.



