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Algebre, groupes et géométrie
Exercice 4 feuille 2
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Soit A une valeur propre de A € M, (R); il existe donc V = _ avec
Un
les v; non tous nuls, tel que
AV = \V.
[
_ Vo L
En appelant V' le vecteur _ on en déduit (compte tenu que les coeffi-
n
cients de A sont réels) o
AV = \V

avec les 7; non tous nuls, donc A est valeur propre de A. Le sous-espace
propre L associé a X est Pensemble des V' pour tout V € E), qu'on noteFE).
-1 1 0
Le polynome caractéristique de la matrice A = 0o -1 1 est
1 0 -1

Py(X)=—-X3-3X%>-3X = -X(X?+3X +3),
—-34+13 - —-3—1V3
les valeurs propres sont donc 0, A = +—Z\/_ et A = —Z\/_

On peut calculer les vecteurs propres en utilisant le polynome caractéristique:
d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a

0=—A(A? +3A+31) = —A(A - XI)(A - ).

1
En posant U = | 0 | on a donc
0

A(A?+3A+30NU=0=0-U



ce qui prouve que le vecteur V; = (A% 4+ 3A + 3I)U (c’est & dire la premiere
colonne de A? 4+ 3A + 3I) est un vecteur propre pour la valeur propre 0.

De méme, le vecteur Vy = A(A — MU vérifie (en utilisant la commutativité
des polynémes de matrices)

(A= XVy= (A= N)AA - XU =0,

d’ou on déduit qu’il est vecteur propre pour la valeur propre A.
On calcule Vi, V5 et son conjugué:

1 —1-iv3 —1+iVv3
2 o 2
Vi = 1], V= 1 et V5= 1
1 —1+iV3 —1-iv3
2 2
0 0O
et la matrice A est donc semblable & P~'AP = 0O XN O avec
00 X\

1 —1—iv/3  —14iV3
2 2

P = 1 1 1
1 —14+ivV3  —1—iV/3
2 2




