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EXERCICE 1
On considere ’équation (E), d’inconnue réelle x

arctan(z + 1) + arctan(z — 1) = %

1. On pose f(zx) = arctan(x 4 1) + arctan(z — 1) — .
(a) Déterminer ’ensemble de définition de f. (sur 0,5)

f est défini sur R, parce que la fonction arctangente elle méme est définie sur R.
(b) Déterminer son ensemble de dérivation, puis calculer f'(x). (sur 1)

f est dérivable sur R, parce que la fonction arctangente elle méme est dérivable sur R.
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(¢) Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution. (sur 1,5)

5 3
On remarque que la dérivée de f est strictement positive. f(z) croit donc strictement de —% a % (qui
o 3
sont les limites de f(x) quand z tend vers —oo et +o00 respectivement). Comme 0 appartient & } VR [,

il existe x unique tel que f(x) = 0.

(d) En déduire que I’équation (F) admet également une unique solution, qui de plus est positive. (sur 0,5)
T

Cet x est évidemment solution de (F). Il est positif parce que sinon on aurait < 0et 0 = f(x) < f(0) = 1

2. Démontrer que si x est une solution de (E) alors z vérifie 'équation 22 + 2x —2 =0. (sur 1,5)
tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)

Remplagons a par arctan(x + 1) et b par arctan(z — 1), on obtient

On pourra utiliser la formule tan(a + b) =

ozt l+z-—-1 2z
S l-(z+1)(z—1) 2-—2a2

tan(arctan(x 4+ 1) + arctan(x — 1))
et, si z est solution de (E),

2
1 = tan(arctan(z + 1) + arctan(x — 1)) = 271:2
—x

Ceciéquivauta2fx2:2xeta’x2+2x72:0‘.

3. Résoudre (E). (sur 1)
-2+ 12 —2—/12
A = 12, les solutions sont donc % = —1+V3et — = —1 — /3. Mais la deuxiéme solution

ne convient pas, on a vu que z est positif. On a donc |z = —1 + V/3|.

EXERCICE 2
1. Rappeler la définition des fonctions sinh et cosh et démontrer la formule cosh? z — sinh? z = 1 pour tout
réel x. (sur 1+1)
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La définition des fonctions sinh et cosh est sinhaz = ———— et coshz = ————. On a

e?:c + 26T~ + 6—2z eQm — 2e%Te™ % + 6—21

h? 1 — sinh? — _
cosh” z — sinh” x 1 1

46I7$

4
= 1

2. Rappeler la définition de la fonction argsinh . En déduire une expression explicite de sinh(argsinh(x))
pour tout réel z. (sur 1)

C’est la fonction réciproque de sinh. Comme sinh est une bijection de R sur R on a ’ sinh(argsinh(x)) = x‘

pour tout réel z.

3. Donner une expression explicite de cosh(argsinh(z)) pour tout réel z. (sur 1)
On a vu que cosh?z — sinh? 2 = 1. On a donc cosh? z = sinh? z + 1 et, comme cosh z est positif, coshz =

V/sinh? z + 1. En remplacant 2 par argsinh(z) on obtient | cosh(argsinh(z)) = v/22 + 1.

EXERCICE 3
1. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives suivantes :

:1:3
(a) fi(z) = / \/%dx, (b) folz) = / de,  (0) fs(z) = / (222 — 1) cos(3z)dz.  (sur 14+141,5)

14 a4
a7z 2
3
= T2dr = C =|———=+C|(défini 0 .
fi(x) /x 2dx - + \/EJF (défini sur )0, 4o0])
1 43 1 423
f2(x) (défini sur R) = 1 / H_%dx =2 In(1 + 2*) + C'| parce que Hix‘l est la dérivée de In(1 + z*).
fa(x) (défini sur R) = /(2x2 —1)cos(3z)dz (on pose u = 2z — 1 et v’ = cos(3z))
1 1 1
= (22° - 1)5 sin(3z) — /4x§ sin(3z)dx  (on pose u = 4z et v = 3 sin(3z))
222 — 1 1 1
- 3 sin(3x) + 4:c§ cos(3x) — /4§ cos(3z)dx
222 — 1

4 4
= 3 sin(3x) + g% cos(3x) — o7 sin(3z) + C.

2. Calculer les intégrales suivantes :

w3

(a) I :/0 (3w — 4x)dx, (b) Iy = /0 sin(bx)dx, (c) I3 :/0 re % dr. (sur 1+1+1,5)

h:Fx—hﬂzpﬁ—mT:zﬂz@.
|

5
1
I; = / re 3dr (on pose u = x et v/ = e 3)
0
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EXERCICE 4
1. Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable indiqué :

™

T ln\/§ 1
(a) 1 = / sin® x cos® xdr, t=sinx (b) Jo = / dr, t=¢€". (sur2+2)
0 0

coshz
o f,ﬁ
* 2 73 2
Jp :/ sin® x cos® x cos vdx :/ t°(1 —t7)dt.
0 t=0
t4 t6
Comme t3(1 — t?) =t — ¢ a pour primitive T %
#oo91% 1
J=|=-= |
' [4 6}0 24

ln\/g 111\/§ T
2 2
o :/ S, :/ — _da
0 et e " 0 et 41

En utilisant le changement de variable t = e®, ¢ varie de 1 & /3 et

V3
2 ; Fs
Jy = /1 mdt = [2arctan t]{ﬁ = .

2. En intégrant deux fois par parties, calculer I'intégrale

J3 = /2 e” cos(2x)dx. (sur 2)
0

z
Js = / e’ cos(2x)dx  (on pose de préférence u = cos(2z) et v’ = e”)
0

[NE)

= [e® cos(2x)]0% + 2/ e”sin(2x)dz  (on pose u = sin(2z) et v’ = %)
0

[ME)

= [e” cos(2x) + 2¢” Sin(2a:)]og - 4/ e” cos(2x)dx
. 0
— eF 14U,

ez +1
|
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