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I Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. On notera A° le complémentaire

de A dans F, et B¢ celui de B. Démontrer les équivalences

ANB=0< AC B° < B C A°.

Réponse: 1l est équivalent de dire que AN B est vide (c’est a dire A et B n’ont pas d’élément commun),
ou que A est inclus dans B¢ (c’est a dire les éléments de A n’appartiennent pas a B), ou que B est inclus

dans A° (c’est a dire les éléments de B n’appartiennent pas ¢ A).

II Etant donné un ensemble E et un sous-ensemble F de E, on définit une relation R sur
P(FE) en posant: ARrB lorsque ANF C BNF et BNF°C AN F*.

1) Démontrer que c’est une relation d’ordre. Est-ce un ordre total?
Réponse: Réflexivité: ARpA est vrai parce que ANF C ANF et ANF¢C AN Fe.

Antisymétrie: Si ARpB et BRpA alors ANF C BNF, BNF¢ C ANF¢, BNF C ANF, ANF¢ C BNF*.

On a donc les inclusions dans les deux sens et par conséquent ANF = BNF, ANF< = BNF°. Finalement
A=(ANF)U(ANF°)=(BNF)U(BNF°) =B.

Transitivité: Si ARpB et BRrC alors ANF ¢ BNF, BNF°C ANF°, BONF Cc CNF, CNF°C BNF*,

d’ot on déduit ANF CCNF,CNF¢CANF€, c’est a dire ARpC.

Ordre non total: Par exemple on ne peut pas comparer F et F° au moyen de la relation Rp, c’est
a dire on n'a ni FRpF¢ ni FCRpF, sauf st E est vide. Par exemple si on avait FRpF€¢, on aurait
FNFCFNF=0etFCNFCCFNF°¢=0, donc F et F¢ seraient vides, et leur réunion qui est égale

a FE serait vide.

2) Exemple: E = {0,1,2,3,4,5}, F = {0,1,2}, A = {0,3,4}, B = {1,3,5}, déterminer la borne

inférieure et la borne supérieure de ’ensemble {A, B} pour la relation Rp.

Réponse: C’est {3,4,5} et {0,1}.

ITT Sachant que R est un groupe pour ’addition, démontrer que I’ensemble
G={pln3—qln2 /p,qeZ}

est un sous-groupe de (R, +).

Réponse: G est un sous-ensemble de R, et l'addition (dans U'ensemble G) a les propriétés suivantes:



C’est une loi interne c’est d dire (pIn3 —qIn2)+ (p'In3 —¢'In2) = (p+p')In3 — (¢ +¢') In2 appartient
aG.

Elle est associative: sachant (d’aprés ’énoncé) que x+ (y+ z) = (x+y) + z pour tous les éléments x,y, z

de R, c’est aussi vrai pour tous les éléments de G.

Elle admet un élément neutre: en effet ’élément neutre de (R,+), qui est 0, appartient 4 G en ce sens

que 0 =0In3 — 01n 2.

Chaque élément de G admet un symétrique: le symétrique (dans G) de pln3—gIn2 est (—p)In3—(—q)In2

puisque la somme de ces deux éléments de G vaut 0.

Donc G est un sous-groupe de (R, +).

IV On consideére la suite de terme général

1) Trouver une majoration de u, , de facon a pouvoir en déduire lim w, =0.

n—-+oo
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Réponse: Comme Z est plus petit ou égal a 1 pour tout k > 3, on a la majoration

U, est donc compris entre 0 et une suite qui tend vers 0, par conséquent sa limite est nulle.

2) Calculer les premiers termes de la suite (uy),en - Est-elle monotone?

9 27 9
3 uz = 3 = —, la suite (up)nen est décroissante & partir du rang n = 2

Up < Uy pour tout n > 2.

Réponse: u; = 3, us =

[\]

arce que u =
p q n+1 n+1

3) Déterminer, s’ils existent, les plus petit et plus grand éléments, les bornes inférieure et

supérieure de I’ensemble des u,, .

Réponse: 1l n’y a pas de plus petit élément: pour chaque élément u,, il existe un autre élément plus petit,

81
qui est up+1 (sin > 3) ou (par exemple) us = 0 (sin=1 ou2).
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Le plus grand élément, ug = 3 est également la borne supérieure. La borne inférieure est 0, parce que 0

minore les u, et tout autre minorant des u, est plus petit ou égal ¢ lim wu, = 0.

n—-+oo



