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On définit une suite (u,) en posant
2

u =0 et up41 = un—§

1 1
a) Vérifier par récurrence les inégalités 6 <u, < 1 pour tout entier n > 1. (sur 2 pts)

1 1 1 1 1
wy = — vérifie les inégalités — < uj < —. Soit n un entier pour lequel — < wup < —. Alors u, — — est compris entre — — et ——; son carré est
4 16 4 16 4 2 4
1\2 1 7\2 49 1 49 1
compris entre (_7) = — et (_7) = —,onadonc — <uppy £ — < .
4 16 16 256 16 6 4
1\ 2
b) Trouver les deux solutions « et § de 'équation x = | x — 3] avec o < (3. Démontrer que si la suite

(up,) converge, sa limite ne peut étre que . (sur 1,540,5 pts)

2

Cette équation équivaut & ° — 2@ + — = 0, ses solutions sont @« =1 — — ~ 0,13 et 3 = 1 + — =~ 1,87. Si la suite (uy) converge vers une limite £,
4 2 2

1 1

2 2
1’égalité Upt1 = (un — 7) par passage a la limite donne £ = (2 — —) , ce qui fait que £ ne peut valoir que a ou 8. Comme d’aprés la question
2 2

1 1
précédente les uy sont compris entre — et —, leur limite ne peut valoir que «.
16 4

2
¢) Soit f la fonction définie par f(x) = (x — 5 En utilisant le théoreme des accroissements finis,

11 tel
161 el que

démontrer que pour tout entier n > 1 il existe ¢ €

= f'(c).

Up — @
En déduire que pour tout entier n > 1 on a
Upt] — Q 7
———| < =. (sur 142 pts)
Up — O 8
, N , flun) = fa) L ,
Le théoréme des accroissements finis dit qu’il existe ¢ compris entre un et a tel que ——— "~ — f/(c). Compte tenu des inégalités de la question a),
Up — @
1 1 7 1
c est compris entre — et —. Mais f(up) vaut u, 1, f(a) vaut a par définition de «, et f/(c) vaut 2c — 1 qui est compris entre —— et ——, d’oit
16 4

Uptl — @ < z
8

Up — o
n

d) Démontrer par récurrence 'inégalité |u, — a| < 3 et en déduire que la suite (u,,) converge vers a.

(sur 1,5+0,5 pts)

7\ 750 N1 T
L’inégalité |up — a| < (7> est vraie pour n =0 ou 1: |ug — o] < (7) =1et|u; —a < <7) = .
8 8 8 8
7 7\n+1
Supposons la vraie & un rang n > 1, alors d’aprés la dernidre inégalité de la question c) on a ‘u,nJrl - a| < S lup —al < <7) , ce qui prouve par
8 8
n T\
récurrence sur n > 1 Pinégalité |up — of < (7) . Comme (7) tend vers 0, la suite (un) converge vers a.
8 8

II

a) Calculer les primitives des fonctions

1 _ 2z +3

f(x)=2*Inz, g(z) = h(z) = Ere

= m7 (SUI' 1—/—1‘/‘1 pt&)

23 231 3 23
En intégrant par parties, /12 Ineds= — lnz — / . _dr=| —1Inz— — + C | (C constante).
3 3 3 9




1 1 1 x 1 1 1
/7 do = /7 . 5 do. Avec le changement de variable u = — cette primitive est égale a / gy V2 du = arctanu + C =
2 14 z= 2 V2

2+ a2 V2 14 u?
1 x
—— arctan — + C |
V2 V2
a(3x +4) + b 3ax + 4a + b 3a = 2 2
On met sous la forme a + c’est a dire sous la forme = . On a alors ce qui fait a = — et
3z + 4 3z + 4 3z + 4 3z + 4 4a +b =3 3
1 b 2z + 3 b 2 1
b = —. Puis on intégre a + ; on obtient/ de =ax+ —In|3z 44|+ C =| —z+ —In |3z + 4|+ C |
3 x 4 3z + 4 3 3 9

b) Résoudre les équations différentielles
y'tanz —ysinz =0, y —y=a+1, y +y=¢€"

(une solution particuliere de la deuxieéme équation est de la forme y = ax + b et une solution particuliere

de la troisieme est de la forme y = ce®, avec a, b et ¢ constantes). (sur 1+1+1 pts)

I/ sing g, Cfcosz dx

La solution générale de y/ tanz — ysinz = 0 est y = eJ tanx - = SinetC _| gesine | (o ot K constantes).
y = az + b est solution de y/ — y = x + 1 si et seulement si a — (az + b) = = + 1, ce qui fait —ax + (a — b) = = + 1 c’est & dire a = —1, b = —2 et
y = —x — 2. D’autre part la solution générale de y' —y =0esty = ef 1lde _ e:c+C = Ke® (C et K constantes). La solution générale de y/ —y=xz+1
est donc |y = —az — 2+ Ke” |
’ 1 1,
y = ce® est solution de y’' + y = e® si et seulement si ce” + ce®? = e¥, ce qui fait 2c = 1, ¢ = — et y = —e”. D’autre part la solution générale de
2 2

1
v ty=0esty=el ("1 d2 _ ;=2+C _ =T (¢ ot K constantes). La solution générale de y’ + y — ¢ est donc | y = —e® + Ke™ T
2

I11
Soient les vecteurs (1,0, 1) et ¥(0,2,1).
a) Calculer le produit scalaire @ - ¥ et le produit vectoriel @ A ¢. (sur 1+2 pts)
- T=1etadANT=(-2,-1,2).
b) Que valent le cosinus et le sinus de 1’angle non orienté entre les vecteurs @ et ¥7  (sur 1+1 pts)
» -7 1 ) i A 3 3

Son cosinus vaut ———— = —— et son sinus vaut —— = ——.

Il 1wl vio Il s~ v1o

¢) Calculer aire du triangle de cotés @ et . (sur 1 pt)

1 3
Cest — || AT = —.
2 2



