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Exercice 1 Soit I’équation différentielle
(E) : zy’ + 2y = x2.

a) Trouver une solution particuliere de (E) de la forme yp(z) = ax? (avec o constante).

1
Réponse : x (ax2)/ +2ax? = 22 & x (2ax) + 2ax? = 22, ce qui fait 4ax?® = 2 c’est a dire o = 1 La solution particuliére

22
est donc | yp(z) = T

b) Résoudre I’équation sans second membre zy’ + 2y = 0 et en déduire toutes les solutions de (E).
Réponse : D’aprés le théoréme, la solution générale de xy’ + 2y = 0 est

yn(z) = Cel(=2) dz — ge=2Inlzl = geln(lel™?) = Clz|=2 avec C constante.

C
Compte tenu que |z|=2 = (£2)~2 = 272, la solution générale de xy' + 2y = 0 est | yp(x) = — |- La solution générale de
x
. x2 C
xy + 2y = 22 est y = yp + yp, c’est a dire | y(x) = " + |
z

Exercice 2 Soit I’équation différentielle
(B) : zy’ — 2y = 2.
a) Résoudre ’équation sans second membre zy’ — 2y = 0.

2 2
Réponse : D’apreés le théoréme, la solution générale de xy’ —2y = 0 est yp,(z) = el (3) dv — ge2lnlal — geln(l2l®) — C|:L‘\2
Cz? |.

avec C' constante. Compte tenu que |z|? = (&x)? = 22, la solution générale de xy' — 2y = 0 est | yp(x)

b) Résoudre (F) par la méthode de variation de la constante.

Réponse : On cherche une solution particuli¢re de (E) sous la forme yp(x) = C(z)z?, c’est a dire cette solution a la méme
forme que la solution de l’égquation sans second membre mais cette fois C(x) est une fonction. On a donc

T (C(x)xQ)/ —2C(x)x? = 2?2, ce qui fait
T (C”(:z:);r2 + C()2z) — 20 (z)x? = 2
C'(x)x® 4 2C (x)2? — 2C (x)2? = o2

C'(x)x® = 22, d’ov C'(z) = 1 et C(z) =In|z|.
z

La solution particuliére est donc yp(z) = 2 In|z| et la solution générale | y(z) = 2 In|z| + C2? | (avec C constante).

Ezxercice 3 Soit I’équation différentielle

(E) :y/ —2zy = x.

a) Trouver une solution particuliére de (E) sous forme d’une fonction constante.

Réponse : Siy est constante sa dérivée est nulle. L’équation y' — 2zxy = x devient —2xy = x ce qui fait y = —%.

b) Résoudre 1’équation sans second membre y’ — 2zy = 0 et en déduire toutes les solutions de (E).

Réponse : Comme une primitive de 2x est x2, le théoréme donne comme solution générale de 1’équation sans second

1
membre m avec C' constante. Quant & la solution générale de (E) c’est | y(z) = ~3 +ce |,

¢) Parmi ces solutions en trouver une qui vérifie y(0) = 0.

1 1 1 1
Réponse : y(0) = 0 équivaut a y(z) = —§+Ceo =0 ce qui fait C = > La solution demandée est donc|y(x) = -5 + 56’”




Exercice 4 Soit ’équation différentielle

(B):y +y=2%+3z

a) Trouver une solution particuli¢re de (E) sous forme d’un polynéme du second degré yp(z) = ax? + Bz + 7.
Réponse : On a (yp)'(z) = 2z + B. Donc yp vérifie U'équation (E) si et seulement si

2c 4+ B+ ax? +pr+v=2a24+3z

ar? + 2+ Bz + B+~ =224+ 3z (pour tout x € R).

a=1
Ce qui fait 24+p8=3
B+~=0.

Dot ontirea=06=1,~v=—1 et

yp(x):332+zfl‘.

b) Résoudre I’équation sans second membre y’ + y = 0 et en déduire toutes les solutions de (E).

Réponse : La solution générale est | yp(x) = Ce™® | pour ’équation sans second membre, et ’ y(z) = 24z —1+4+Ce®

pour 'équation (E), ot C € R est une constante.

¢) Parmi ces solutions en trouver une qui vérifie y(0) = 1.

Réponse : y(0) =1 < —14+Ce® =1, ce qui fait C =2 et |y(x) = a2 +x — 1+ 2% |

Exercice 5 Soit ’équation différentielle
(B) :y' +y=e".

a) Trouver une solution particuliere de (E) de la forme yp,(z) = ae® (avec a constante).

1
Réponse : On a (yp)'(z) = ae®. Donc yp vérifie l'équation (E) si et seulement si 2ae® = e® c’est 4 dire o = 5 e qui fait

x

1
yp(z) = 56

b) Résoudre ’équation sans second membre y’ + y = 0 et en déduire toutes les solutions de (E).

1
Réponse : La solution générale est | yp(x) = Ce™ " | pour l’équation sans second membre, et |y(z) = Eez + Ce™" | pour

léquation (E), ot C € R est une constante.

Exercice 6 Soit ’équation différentielle

(E):y' +y = cosz.

a) Trouver une solution particuliere de (E) de la forme yp(z) = acosz + Bsinz (avec a et 3 constantes).
Réponse : On a (yp)'(z) = —asinz + Beosz. Donc yp vérifie I'équation (E) si et seulement si

—asinx 4+ fcosz + acosx + Bsinx = cosx

(a+ B)cosz + (—a+ B)sinz = cosz (pour tout x € R)

at+pB=1

d’ou le systéme { —a+B=0.

1 1
La solution de ce systéme étant a = 3 = 5 ona yp(z) = 5(cosx +sinz) |

b) Résoudre ’équation sans second membre y’ + y = 0 et en déduire toutes les solutions de (E).

1
Réponse : La solution générale est| yp(x) = Ce™ " | pour l’équation sans second membre, et| y(x) = E(COSI +sinz) + Ce™®

pour 'équation (E), ot C € R est une constante.

Exercice T Résoudre I’équation différentielle y’ cosx + ysinx = 1 par la méthode de variation de la constante.

sin x

Réponse : La solution générale de l’équation sans second membre y' cosz + ysinz = 0 est yp(x) = Cel (CE2) 4= g
3 /

est de la forme — avec u = cosz, elle admet donc comme primitive In |u| = In|cosz| et par conséquent
u

fonction =

yn(z) = Ce™ 1032 = C|cosz|. En remplagant C par —C dans les intervalles ot cos est négatif on a yp(z) = C cosz.

Par la méthode de variation de la constante, on cherche une fonction C(z) telle que la fonction yp(x) = C(z)cosz soit
solution de (E). On a

(C(x) cosz) cosz + (C(x)cosz)sinz = 1

(C'(z) cosz — C(x)sinz) cosz + (C(z) cosx) sinz = 1



1

C'(z)cos’z =1 d’ou C'(z) = —5—.
Cos“ T

On sait que la dérivée de tanz est 1 +tan?z = . Donc la fonction C(z) = tanz convient, et une solution particuliére

0s2

de (E) est yp(z) = C(x)cosz = S
c

cosz = sinz. La solution générale est|y(z) = sinz + C cosz | avec C' constante.
0S T

Ezxercice 8 Résoudre les équations différentielles
Yy’ =3y +2y=0,

v =2y +y=0,

y' —y' +y=0.

Réponse : On applique le théoréme sur les équations différentielles du second ordre, a coefficients constants et sans second
membre.

Le polynéme X2 —3X+2 ayant pour racines r1 = 1 et o = 2, la solution générale de I’équation différentielle y" —3y'+2y = 0
est | y(z) = Xe® + pe® |,

Le polynéme X2 —2X +1 = (X — 1)2 ayant pour racine double r = 1, la solution générale de l’équation différentielle
y' — 2y +y =0 est ’ y(z) = Ae” + pxe” ‘

V3

1 1 3
Le polynéme X2 — X +1 ayant pour racines ri = 3 —i7 et rg = 5 +i7, la solution générale de l’équation différentielle

3
vy —y +y=0 est|y(z) = e (Acos <\2[z> + psin <\g§w)> .

Exercice 9 On veut résoudre I’équation différentielle

(E):y"" —2y' +y = cosz.

Trouver une solution particuliere de la forme y,(z) = acosz + Bsinz (avec o et B constantes) et en déduire toutes les
solutions de (E).

Réponse : La dérivée seconde de yp(x) est —acosz — Bsinz donc (yp)” + yp est nul. L’équation différentielle (en rem-

plagcant y par yp) équivaut donc & —2(yp)’ = cosz c’est a dire 2asinz — 2B cosz = cosx ce qui fait o = 0, B = —3 et
yp(x) = ) sinz |. On obtient la solution générale de (E) en ajoutant la solution de y"' — 2y’ +y = 0 qu’on a trouvée a
s - s 2 1 . x x

Uezercice précédent : | y(z) = 5 sinx + Ae® + pxe” |.

Exercice 10 On veut résoudre I’équation différentielle
(E):y"" — 3y + 2y = €®.
Trouver une solution particuliere de la forme y,(z) = aze® (avec a constante) et en déduire toutes les solutions de (E).

Réponse : Il faut trouver o tel que (axe®)’ — 3 (axe®) + axe® = e*. On calcule (axe®) = a(e® + ze®) et (axe®)” =
a(e® +ze®) = a(2e” 4+ ze®) ; on a donc

a (2e% + xe®) — 3a (e + ze®) + 2aze” = e
(2a — 3a)e® + (a — 3a + 2a)ze* = e”
—ae®” =e”, d’ota=—1et M. On obtient la solution générale de (E) en ajoutant la solution dey” — 3y’ +2y =0

y(z) = —ze® + Ae® 4 pe® |.

qu’on a trouvée a l’exercice précédent :




