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Exercice 1. E‘quations différentielles

Résoudre les équations différentielles

xty’ + 23y = 25 (la solution particuliere est de la forme y = az?), (sur 1,5 points)
y' +ycosx = cosz (la solution particuliere est constante), (sur 1,5 points)

y" + 2y +y = ze® (la solution particuliere est de la forme y = (ax + b)e®). (sur 2 points)

5 si et seulement si z%(2ax) + z3ax? = z°

1 x?
ce qui fait 3az® = z° et a = 3 Ceci prouve qu’une des solution de xz*y’ + 23y = x° est y,(x) = 3 Si on veut toutes les

Réponse: Pour la premigre équation, y,(x) = az? est solution de z4y’ + z3y = =

solutions il faut ajouter & yp(x) la solution générale de 2%y’ + x3y = 0. La solution générale de cette équation est

/()
—— | dzx
yn(z) = Ce zt =Ce In® = = = ¢ (C constante).
x

elnw

2

Celle de z*y’ 4 x3y = x° est donc | y(z) = 5 +

8 Q

Pour la deuxiéme équation, yp(z) = a (constante) est solution de y’ + ycosx = cosx si et seulement si 0 + acosz = cosz
c’est & dire a = 1. Ceci prouve qu’une des solution de y’ + ycosz = cosz est yp(z) = 1. Si on veut toutes les solutions il

faut ajouter & yp(z) la solution générale de y’ + ycosz = 0. La solution générale de cette équation est

/(— cosz) dx )
yn(z) = Ce = Ce™ ®"® (C constante).

Celle de y' + ycosx = cos est donc | y(z) = 1 + Ce™ 0% |,

Pour la troisieme équation, yp(z) = (az + b)e® est solution de y” + 2y’ + y = ze” si et seulement si
(ax + b+ 2a)e” 4+ 2(ax + b+ a)e” + (ax + b)e® = ze”

4a=1 1
ce qui fait (4ax + 4b + 4a)e® = ze® c’est a dire “ et a = —,b = —=. Ceci prouve qu’une des solutions de
4b+4a =0 4 4
rz—1

e”. Si on veut toutes les solutions il faut ajouter & yp(z) la solution générale de

Y 42y +y = ze® est yp(x) =
y" 4+ 2y +y = 0. Compte tenu que le polynéme X2 + 2X + 1 a une racine double qui vaut —1, la solution générale de
y" +2y +y=0est

T

yp(x) = Aze™  + pe™® (A, p constantes).

—1
Celle de y" + 2y’ + y = ze® est donc | y(z) = xTez + Aze™ " + pe” |

Exercice 2. Courbe paramétrée
z(t) = sin(2t)
(1) =sin (5 -1)
=sin (- —
4 3

a) Soit M (z,y) un point du plan et M’(z’,y’) son symétrique par rapport & 'axe des z; calculer 2’ et y/'.

La courbe C est définie par les équations paramétriques

Vérifier que si M est sur la courbe C, M’ lest aussi. (sur 141 points)

Réponse: Si M a pour coordonnées z et y, son symétrique M’ par rapport & 1’axe des = a pour coordonnées = et —y. Si le
™

point M est sur la courbe, il existe t tel que x = z(¢) = sin(2t) et y = y(¢) = sin (g - t). Pour obtenir le point M’ il suffit

d’augmenter ¢ de m:

z(t +m) = sin(2t + 27) = sin(2t) = z(t) et y(t+ m) =sin (g —t— 7T) = —sin <g — t) = —y(t).



b) Représenter sur un méme tableau les variations des fonctions z(t) et y(t) pour ¢t € [0,7]. (sur 2,5

points)

z'(t) = 2 cos(2t)
Réponse: Les dérivées de ces fonctions sont , T
y'(t) = —cos (f 7t>

d’ou le tableau de variations:

t 0 n/4 3n/4 51/6 n

¢) Tracer la courbe décrite par le point M (z(t), y(t)) pour ¢ € [0, 7] puis compléter en utilisant le résultat

de la question a. (sur 2+0,5 points)

Réponse:

Exercice 3. Espaces vectoriels

2
a) L’application définie par f(V) = Tt ay
5z — by

vérifie-t-elle les relations f(V;4 + Vo) = f(V1) + f(Va) et f(AV) = Af(V)?

. T T2
Réponse: Pour tout Vi = et Vo = on a
Y1 Y2

r1+x
Vi+ Vo= ! 2 s
Y1+ Y2

V4 V) = < 2x1 + 22) + aly1 + o) ) _ ( 221 + ay >+<

5(w1 + x2) — b(y1 + y2) 5x1 — byr

1
0
1

2x2 + ays
S5xa — by

x
) pour tout V = ( ) est-elle linéaire, c’est a dire
Y

(sur 2 points)

) =)+ f(V2).



Pour tout V = < o

Y
AT
AV = s
(Ay>

FOV) = ( 2 x + aly ) :)\< 2z + ay > — (V).

) et pour tout réel \ on a

5 x — bAy 5z — by

b) On rappelle qu'un vecteur W appartient & Imf s’il existe V € R? tel que W = f(V). Trouver une

5
base de Imf (distinguer les cas b # —50 et b= —ia). Dans ce dernier cas, représenter I’ensemble des

points du plan dont les coordonnées appartiennent & Imf. (sur 14141 points)

Réponse: Ces vecteurs W s’écrivent
2 +a 2x a 2 a
5z — by 5z —by 5 —b
2 a . L, . o .
les vecteurs < . ) et ( ) ) forment donc une famille génératrice de Imf. Ils sont colinéaires si et

5
seulement st b= ——a. Ils forment une base de Imf dans le cas contraire c’est a dire si b # —ia.

5
Dans le cas b = ——a, les deux vecteurs ne forment pas une famille libre donc pas une base; la base de

2 2
Imf est { < 5 > }; Imf est I’ensemble des vecteurs colinéaires a ( 5 ), qu’on peut représenter par une

droite:

0
¢) On rappelle qu'un vecteur V appartient a Kerf si f(V) = < 0 ) Déterminer Kerf, en distinguant

les cas b # fia et b = ——a. Dans ce dernier cas, représenter ’ensemble des points du plan dont les

coordonnées appartiennent a Kerf. (sur 14141 points)

0 20 +ay =0 5
Réponse: f(V) = équivaut au systéeme d’équations 4 et, en retranchant — fois la
0 52 —by =0 2
2z +ay =0
premiere a la deuxieme, 5a + 2b 0
_ y =
2

5
La deuxieme équation a pour solution y = =0 si ba + 2b n'est pas nul c’est a dire si b # fia.

_ b5a+2b
2



0
On a alors ausst x = 0 d’apres la premiére équation, et Kerf = {( 0 ) }

5
Dans le cas b = —§a, la deuziéeme équation devient Oy = 0 et elle est vérifiée par tout réel y. La premiére
a a
. . a , , —=y -
équation donne x = —iy et par conséquent Kerf est l’ensemble des vecteurs 2 =y 2 |,
Y 1

ou y est un réel quelconque.

/

x x
d) Pour tout V = < ) on appelle ( ,
Yy Yy

le cas a = —5 et b = —2, calculer 2’ en fonction de z et en déduire que le vecteur f(V) est le transformé

) le vecteur f(V'), on pose z = z + iy et 2’ = 2’ 4+ iy’. Dans

de V par une similitude dont on calculera le rapport. (sur 1,5+1,5 points)
Réponse:

Z'=2zx+ay)+i(bzr—by) = (2¢—5y)+i(5z+2y) (parce que a = —5 et b= —2)
= 2z + 5i%y + Hix + 2iy (parce que i® = —1)
= 2(z+1dy) + 5i(z + iy)
= (24 5%)(z +y)
= (24502
En appelant p et 0 les coordonnées polaires du mombre complexe 2 + 57 on a
/ 6

Z = pez

donc f(V) est le transformé de V par la similitude d’angle 6 et de rapport p = /22 + 52 = v/29.



