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Exercice 1. Equations différentielles
1 1
a) Résoudre I'équation différentielle zy’ + y = — (la solution particuliere est de la forme y = aﬁ).
x x

(sur 1,5 point)

Inx 1
Réponse: yp(x) = a—— est solution de xy’ +y = — si et seulement si
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ce qui fait — = — c’est a dire a = 1. Une des solution de zy’ +y = — est donc y, () = —. Si on veut toutes les solutions
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il faut ajouter & yp(z) la solution générale de zy’ + y = 0, qui est

—— | dx
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yp(z) = Ke/( x) = Ke nlel = Snlel = m (K constante)
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(C constante). La solution générale de zy’ +y = — est donc | y(z)
x

b) Etant donnée une constante a, résoudre 1'équation différentielle y”" 4+ ay = 0 (la réponse dépend du
signe de a), puis résoudre y”" + ay = 1. (sur 1,5+1 points)

Réponse: Pour résoudre y” + ay = 0 on résoud d’abord (dans C) 1’équation 2 + a = 0. On a r? = —a donc r = ++/—a si

—a est positif c’est a dire si a est négatif; cette racine est double si @ = 0. Par contre r = +i+/a si a est strictement positif.
On en déduit, en utilisant les formules générales, que les solutions de ’équation différentielle y”/ 4+ ay = 0 sont

yp(z) = de—eV—a 4 ,uez\/ja sia <0,

yp(z) = Az + psia=0,

yn(x) = Acos (zy/a) + psin (zy/a) sia > 0.

La fonction constante y,(z) = é est évidemment solution de y”" + ay = 1. La solution générale de cette équation est donc
y(z) = é +Ae"TVma 4 eV A s g < 0,

y(w):é—&—)\:p—l-usiazo,

=

y(x) = £ + Acos (zv/a) + psin (zv/a) sia > 0.

Exercice 2. Courbe paramétrée

On appellera M(t) le point de coordonnées x(t) = cos(2t) + cos(t) et y(t) = sin(2¢) — sin(t).

a) Calculer laffixe z(t) du point M (¢), sous forme d’une somme d’exponentielles complexes. (sur 1,5 point)

Réponse:

2(t) = z(t) +ay(t)
= cos(2t) + cos(t) + isin(2¢) — isin(t)
(cos(2t) + isin(2t)) + (cos(—t) + isin(—t))

e2zt + e—zt.

2 44 2
b) Vérifier que z (t + ;) =e gﬂz(t) et en déduire que M <t + ;) est le transformé de M (t) par

une rotation (on précisera de quelle rotation il s’agit). Vérifier également que M (—t) est le transformé

de M(t) par une symétrie dont on précisera 'axe. (sur 1,5+1+1 points)
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M (t + ?ﬁ) est donc le transformé de M (t) par la rotation de centre O et d’angle %

M(—t), d’abscisse z(—t) = cos(—2t) + cos(—t) = cos(2t) + cos(t) = z(t) et d’ordonnée y(—t) = sin(—2¢) — sin(—t) =

—sin(2t) + sin(t) = —y(t), est le symétrique de M(t) par rapport a l'axe des z.

™
¢) Représenter sur un méme tableau les variations des fonctions z(t) et y(¢) pour ¢ € [0, g] (on vérifiera

que z’(t) est négatif et que 3/(¢) s’annule pour une seule valeur de t). (sur 2 points)

z'(t) = —2sin(2t) — sin(t)

. On en déduit que z'(t) = —4sin(t) cos(t) —
y'(t) = 2cos(2t) — cos(t) 4 ® (1) cos(?)

Réponse: Les dérivées de ces fonctions sont {

sin(t) = —sin(t) (4 cos(t) + 1) est négatif pour t € [O, g] D’autre part y'(t) = 2(2cos?(t) — 1) — cos(t) est un polyndme
1—-+/33 1++/33
en ¢ = cos(t), c’est le polynéme 4¢%2 — ¢ — 2. Les racines de ce polynéme sont —5 ~ —0,59 et +T ~ 0,84, et il

existe bien un réel t ~ 0,57 radians (inférieur & g ~ 1,05 radians) tel que cos(t) ~ 0, 84.

D’ou le tableau de variations:

t 0 0,57 n/3
X 0 2,35 2,6
Y 1 + 1,5

d) Tracer la courbe décrite par le point M (t) pour t € [0, g], puis pour t € {,; g}, puis pour tout
t € R, en utilisant les résultats de la question b) (ne pas oublier de placer les points M (¢) pour les valeurs
de ¢ figurant sur le tableau de variations ainsi que leurs transformés par la rotation et par la symétrie).

(sur 14+0,5+1,5 points)

Réponse:




Exercice 3. Espaces vectoriels

Soit f I'application qui associe a tout vecteur V = ( ) le vecteur

et g l'application qui associe a tout vecteur V = < v ) le vecteur
Y
1 0 T
g(V) = :
0 -1 Y
1
a) On définit une application h en posant h(V) = §(V + g(V)) pour tout V = ? ) e R2 Calculer

Y
h(V') et vérifier que h est linéaire c’est a dire que h(Vy +Va) = h(V1) +h(V2) et A(AV) = Ah(V') pour tout

Vi, Vo,V € R? et A € R; déterminer Imh (= ensemble des h(V)) et Kerh (= ensemble des V € R? tels
0

que h(V) = ( 0 )) ainsi qu'une base de chacun de ces deux sous-espaces vectoriels. (sur 1+1+1+1

points)

Réponse:

V) =

Pour tout V1 = b et Vo = 2 on a
Y1 Y2
Vit Vs = T + T2 7
Y1+ Y2
Jr
Avi+va)=( T ) = [ ) TP ) = h(v) + h(WR).
0 0 0
Pour tout V = v
)
w= [ M),
Ay
Az T
h(AV) = = = Mh(V).
=)o) -
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Imh est I’ensemble des vecteurs ( 3[; > Ces vecteurs sont égaux a x ( 0 ), une base de Imh est donc { < 0 > }

) et pour tout réel A on a

0 0
Kerh est l’ensemble des vecteurs ( * > tels que < g > = ( 0 ), c’est donc l’ensemble des vecteurs < ) Ces
Y Y

0 0
vecteurs sont égaux a y < 1 ), une base de Kerh est donc { < 1 > }
-1—iV3

b) Calculer les coordonnées z’ et 3y du vecteur f(V); en déduire 2’ +iy’ = ————— (z+iy) puis en déduire
que f3(V) (c’est adire f(f(f(V)))) est égal 2 V. Calculer aussi g?(V) et h2(V). (sur 0,5+1,5+1+0,5+0,5 points)



-z +yV3

2! _1 V3 z 5
Réponse: = 2 2 = . L’affixe de ce vecteur est
v -2 -3 )\ —aV3—y
2

—z+yV3 . —xV3—y
4+

2
— 9371727'\/5 +y\/§)277,
—1—4v/3 . —iy/3—1
x ‘21 +iy—"5
= 7*1’2“/§(x+iy).

—-1-iV3
2

De méme I’affixe du vecteur f(f(V)) vaut =" +iy” =

3 3
-1 —-1V3 —1—-1/3 —1—-14V3
J(x” +4y”). On en déduit ' + iy’ = (Z\[) (z + iy) et, apres avoir calculé <2“[> =1,onen

(' +1iy’) et l'affixe du vecteur f(f(f(V))) vaut '’ +iy"" =

2 2
déduit que f(f(f(V))) a méme affixe que V c’est a dire f3(V) = V.

. T x T T
D’autre part puisque pour tout vecteur V = ( > onag(V) = ( ) ,onadoncg(g(V)) = < () ) = ( > =V.
Yy ) —=Y Yy

Enfin comme 'image par h de tout vecteur V = < v ) est (V) = ( U;: ), I'image par h de ( z > est aussi < gg > ce
Yy
qui fait A(h(V)) = h(V).

c) f(g(V)) est-il égal & g(f(V))? Déterminer l’ensemble des vecteurs V' qui vérifient cette égalité. (sur
1+1 points)

1 V3
Réponse: Ayant calculé & la question précédente g(V) = ( v >, on en déduit f(g(V)) = < \% 21 > < v ) =
Y 2 T2 Y
-z —yV3
2
—zv3+y
2
—z4+yV3 —z+yV3
=T IvVe 1 0 A
Ayant calculé a la question précédente f(V) = 2 , on en déduit V) = 2 =
Vi q P f() Y - g(f(V)) <0 1) Y -
2 2
-z 4+ yV3 V3
w\/?%—l- y . On constate que f(g(V)) est en général différent de g(f(V)). Ils ne sont égaux que si ﬂ%yg =
2
- - 0
wJ;y\/g et :B\/2§+y = x\/i+y7 cequifaity=0,z=0et V = < 0 )



