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Pour les trois subdivisions:

Pr={([0,1/4],0), ([1/4,1/2],1/2),([1/2,1], 3/4)},

P2 ={([0,1/4],0), ([1/4,1/2],1/2),([1/2,1],3/5)},

Ps = {([0,1/4],0), ([1/4,1/2],1/2),([1/2,1],1/2)},
le second intervalle est Is = [1/4,1/2] et le second point de marquage to = 1/2. Pour savoir si
elles sont J-fines, on utilise la valeur de la jauge § aux points de marquage, donc (entre autres) on
utilise 5(t2) = %tg = %
Aucune de ces subdivisions n’est §-fine puisque

L ¢ t2—6(t2)7 tﬁw} = [Z Z}

2 2

Soit maintenant la fonction f(x) = x2; calculons la somme de Riemann de f associée & la subdi-

vision Ps:

S(f,P1) = iyl f(te)

= %(tl)zlJlr i(iz); + 5(t3)?
= 10+312+37
11
32
On calcule de méme ) 1o or
TR = 0Ty = o
S(f,Ps) = 0+31+31=16
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S(f,P) est la somme des surfaces des rectangles.

La partie inférieure de chaque rectangle est un intervalle de la partition.

La partie supérieure de chaque rectangle coupe la courbe en un point, dont ’abscisse est un point

de marquage.
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Le rectangle de gauche est plat (parce que le premier point de marquage est 0).
Le rectangle de droite change suivant que la partition est P;, P2 ou P3 (parce que le dernier point
de marquage n’est pas le méme).

Aucune des trois subdivisions n’est d-fine, pour la méme raison.
Les sommes de Riemann sont les mémes qu’a l'exercice 1, puisque les sommes de Riemann ne
dépendent pas de la jauge.

(a) On part d’une subdivision pointée (la plus générale possible) de lintervalle [0, 1]:
P = {([I()?xl] 7t1) ) ([zla xQ} 7t2) [ ([In—laxn] atn)} .



On remarque que la fonction n définie dans I’énoncé vérifie 7)(t) < ¢ pour tout ¢ €]0, 1]. Il s’agit de
démontrer que, si P est n-fine alors t; = 0. En effet I'inclusion

t t
* [an‘rl] = [Oaxl] g tl - T]( 1)3 tl + 77( 1)
2 2
ne pourrait avoir lieu si ¢; n’était pas nul puisque
n(t1) bt
- st -2 =250
T T2 9

On démontre de méme que le dernier point de marquage ne peut valoir que 1.
(b) Maintenant il faut choisir les intervalles et les points de marquage de la subdivision P, de
fagon que celle-ci soit 7-fine.

e Premiére condition, pour que l'inclusion (x) ait lieu avec t; = 0, il faut que z; < 1/8 puisque
0 0 11
o 10 o, 0] [ 1 1]
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e De méme, pour que Uintervalle [z,_1,2,] (c’est dire [z,_1, 1]) soit inclus dans U'intervalle centré

1
en t, = 1 et de longueur n(t,) = T il faut que x,,—1 > 7/8. On peut donc choisir

1 =1/8 et x,_1=7/8.

1

e Pour ce qui est des autres x, on peut les espacer de 6 puisque 6 est le minimum de n(t) pour
te L1 hoisit

—,—|: on choisi

88

1 k-1
T = §+T pour k=1,2,3,...,13,

et ¢ sera le milieu du segment [xf_1, 2] pour k =2,3,...,13, sauf t; = 29 =0 et t14 = 214 = 1.

Soit f la fonction nulle partout sur 0, 1] et égale & 1 en 0. On va démontrer que f est intégrable
et que son intégrale est nulle.

Soit € > 0. Essayons la jauge constante d(x) = e: soit P une subdivision d-fine; la somme de
Riemann

n
S(£.P) =Y IIulf(te)
k=1
vaut 0 si tous les ¢; sont strictement positifs; sinon on a ¢; = 0 donc f(¢1) =1 et

S(f,P) = [I|f(t1) = [11].

Mais comme la subdivision est J-fine, la longueur de l'intervalle I; ne dépasse pas (t1) = . Donc
dans les deux cas on a |S(f,P) — 0] < ¢, ce qui prouve que f est intégrable d’intégrale nulle.

Démontrons de méme que la fonction k, définie sur [0, 1] par
kE(x)=nsixz=1/n, n € N*, k(x) = 0 sinon,

est intégrable d’intégrale nulle.
Soit € > 0, § une jauge, et P une subdivision J-fine. La somme de Riemann

S(k,P) = [In| - k(tn)
h=1

est positive ou nulle. Remarquons que cette somme ne change pas si on élimine de la partition P
les intervalles I, de longueur |I| = 0.

Considérons un point = 1/n, c’est & dire un point = tel que k(x) # 0. Il existe au plus deux
points de marquage égaux & x: puisque ¢, appartient a [z,_1,xp] et th41 appartient & [zp, xp41],
on peut avoir xj, = t; = tp41 mais les autres z; sont strictement plus grands ou strictement plus
petits que xj,. D’autre part, la subdivision étant J-fine, la longueur de I, ne peut pas dépasser
d(tn). On déduit de ces deux remarques (valables pour tous les points z = 1/n avec n > 1 entier):

n —+oo
S(k,P) = In| - k(tn) <2 6(1/n) - k(1/n) =2 5(1/n) - n.
h=1 n=1



Choisissons maintenant la jauge ¢ : [0,1] — R% : on pose

e .
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On a donc |S(k, 73) - O| S(k,P) < g, et la fonction k est intégrable d’intégrale nulle.

@ Si f1,..., fn sont des fonctions intégrables et A\i,..., A\, des réels, il s’agit de démontrer que
A1 fi+ -+ A fn est intégrable (sachant, d’aprés le cours, que si f et g sont intégrables alors f + g
et Af sont intégrables, avec A constante).

C’est vrai pour n = 1: si f; est intégrable alors A1 fi est intégrable.

Démontrons que si ¢’est vrai pour n fonctions, alors c’est vrai aussi pour n + 1 fonctions. En effet
si f1,..., fnt+1 sont des fonctions intégrables et A1,..., A, +1 des réels, alors

)\lfl + -+ )‘n+1fn+1 = ()‘1f1 + -+ )\nfn) + (>‘n+1fn+1)
est la somme de deux fonctions intégrables, donc elle est intégrable.

Il s’agit de démontrer que la fonction

0 siz=0
f(m):{ 1/ sixz#0

n’est pas intégrable sur [0, 1], en utilisant des fonctions en escalier g, qui la minorent.

k—1
Découpons l'intervalle [0, 1] en n intervalles de longueur égale: les [ , ] pourk=1,2,...,n
n n

La fonction en escalier g, sera choisie constante sur chaque intervalle, on lui donne comme valeur
le minimum de f sur cet intervalle (donc g,, minore f):

gn(x):f(vk;):;l siz € [k;l, :z]

La surface comprise entre 'axe des = et la courbe de g, est constituée de rectangles de surface
p 9n
n

1 n 1 1
=1,2,.. n =3 >§ -
T (pour k =1,2,...,n). Donc/0 gn(z) dz 2 . et par consequent/ f(z) dzx

M
1
On sait que la série Z diverge (ce qui signifie, s’agissant d’une série a termes positifs, que Z -
k po k
tend vers +o0o quand n — +00). Donc f n’est pas intégrable (c’est & dire n’a pas d’intégrale fini )

(a) On suppose f : [a,b] — R continue, elle est donc uniformément continue. Il s’agit de
démontrer le corollaire 4.1 du cours (” f est intégrable, et méme Riemann-intégrable” ), en utilisant
le théoreme 4.2.

Découpouns l'intervalle [a, b] en n intervalles de longueur égale: les {a + %(b —a), a+ %(b - a)}
pour k=1,2,...,n, et utilisons les fonctions en escalier f~ et f* définies comme suit:

quelque soit x dans 'intervalle {a + %(b —a), a+ %(b — a)}7 f~(z) ne dépend pas de x et
vaut le minimum de f sur cet intervalle; on appelle my ce minimum;

quelque soit = dans 'intervalle {a + %(b —a), a+ g(b - a)}, fT(x) ne dépend pas de z et

vaut le maximum de f sur cet intervalle; on appelle M} ce maximum.
Soit € > 0. Comme f est uniformément continue, si on choisit ’entier n assez grand on aura
0 < My —my, < e pour tout k et, compte tenu que

/01f+—/01f=§i(b—&)(Mk—mk),

1 n
0naura0</f+ /f < - b—ale
k=1



Le réel ¢’ = (b — a)e peut étre choisi aussi petit qu'on veut, donc d’apreés le théoréme 4.2 on a
démontré que f est intégrable.

On prouve que f est Riemann-intégrable, en faisant une démonstration analogue, mais en partant
d’une subdivision d-fine quelconque (rappelons que pour la Riemann-intégrabilité on prend § con-
stante). Pour tout x dans le k*™¢ intervalle, c’est & dire pour tout x € Iy, on aura (si la constante
d a été choisie assez petite)

ftk) —e < f(x) < fte) +¢
d’ou on déduit

Tkl (f (k) —€) < . f(@) do < I (f (k) + )

et, en faisant la somme pour £k =1,2,...,n,

b
S’(ﬁP)—(b—a)aS/ f(z) de < S(f,P)+ (b—a)e

c’est & dire |S(f,P) — S| < &', ou S est I'intégrale de f. La fonction f est donc intégrable au sens
de Riemann.

(b) Démontrons que si f est continue de signe constant, par exemple si f(x) > 0 pour tout = € [a, b],
b

et si f(z) de = 0, alors f = 0. Supposons que ce n’est pas le cas; il existe alors z tel que
f(zo) ; 0. Comme f est continue il existe o > 0 tel que

Vu,v € [zg — a,z0 + 0], f(zo) —e < f(2) < flzo) +¢
f (o)

et (si on a choisi € assez petit) on en déduit f(x) >

pour tout x dans l'intervalle [xo— «, zo+ ).

2
’ ’ ot f (o)
Ca contredit ’hypothese / f(x) dz = 0, puisque / f(x) dz vaut au moins / ~5
a a To—«

af(xg) > 0. Il n’existe donc pas de zg € [a, b] tel que f(zg) > 0, c’est & dire on a f(z) = 0 pour
tout z € [a, b].

dr =

@ Si f est continue sur [a,b], elle admet un minimum m et un maximum M et on a

/abmdxﬁ/abf(x)dxg/abMdm.

On calcule I'intégrale de gauche et l'intégrale de droite; on obtient

m(b—a)g/ f(z) de < M(b—a)

On en déduit, en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b
o [ @) do= 500

b
et on a donc bien / f(x) de = (b—a)f(c).

f i [a,b] — R est dite réglée il existe une suite (p,) de fonctions en escalier telle que

f= lim ¢, (limite uniforme).
n—-+o00o

(a) Donc, si f est réglée, pour tout € > 0 I'inégalité |f(z) — @n(x)| < € est vérifiée par tout entier
n assez grand et tout réel x € [a,b]. Soit n un de ces entiers; on appelle 1. la fonction ,,, elle
vérifie donc bien

|f(x) — Ye(z)| < &, Va € [a,b)].

Réciproquement, supposons que pour tout € > 0 il existe une fonction en escalier 1. vérifiant cette
condition. Alors la suite de fonctions en escalier (t/,) converge uniformément vers f puisque
|f(@) = t1/n(2)| < 1/n, et donc f est réglée.



(b) Soit f continue; on rappelle que pour tout & > 0 il existe a > 0 tel que:
siz, 2’ € [a,b] et |x — 2’| < a, alors |f(z) — f(2')] <e.

Soit une subdivision pointée P dont les intervalles I sont de longueur au plus a. On définit une
fonction en escalier 1. en posant que, pour tout k et tout x € Iy,

Ye(x) = f(tr).

Compte tenu que les x € I, vérifient |x—tx| < o, on a | f(x)— f(tx)] < e c’est adire | f(x) = (x)] <
e. La condition de la question (a) est donc vérifiée et f est réglée.

(c) La fonction f : [0,1] — R définie par

F0)=0, f(x)=1/vasiz+0.

n’est pas réglée. En effet si on appelle o la valeur de la fonction en escalier 1. sur son premier

£(z) — be(@)| < = implique f(z) < Yolz) +£ = as +
(constante), alors que la fonction f(x) = 1/+/x n’est pas bornée par une constante pour x €0, x1][.

intervalle Iy =]z, z1[=]0, z1[, 'inégalité

(d) Supposons que f est réglée et, étant donné zy €]a,b], considérons l'intervalle Jxg — o, o[
(& gauche de x(); si le réel positif o est choisi assez petit, la fonction en escalier ¢, considérée &
la question (a) est constante sur I'intervalle Jxg — o, zo[. Pour tout = et ' dans cet intervalle on a
Ve (x) = 1 (2') et par conséquent

|f(x) = f(2")]

|f(z) = Ye(@) + Ye(2’) — f(2')]
[f(2) = de(@)] + e (') = f(2')]
2¢e

IAIA

donc la fonction f (restreinte a U'intervalle [a, zo[) vérifie le critere de Cauchy et par conséquent la
limite & gauche fy(zo) = Jim f(z) existe. On démontre de méme que la limite & droite fq(xo) =

z<x(q
Jim f(z) existe (en tout point z¢ € [a, b]).

xz>x(

Réciproquement soit f : [a,b] — R admettant des limites & gauche et des limites & droite en tout

point z. Etant donné ¢ > 0, il existe donc des intervalles |z — a, x + o/[ tels que

|f(2') — fy(z)] < e (pour tout 2’ €] — o, z[),

|f(z") = fa(z)| < e (pour tout 2’ €)x, x + o/[).

Par compacité, on peut choisir parmi ces intervalles |o — a, x + /[ un nombre fini d’entre eux, qui
recouvrent [a, b]; on les appelle

Jo1 — o, w1+ [, oo — g, ma + b, oy Ty — QT + A

On appelle aussi y1, . . . Y3, les points x —ag, Ty et T +af, (pour k = 1,2, ..., n) rangés dans 'ordre
croissant (y; < yo < --- < ys,). Chaque intervalle Jyi_1, yx [ est sous-intervalle d'un |xg — g, g |
ou d'un |z, zp + o, [; on définit la fonction en escalier 1. en posant

Ve(z) = { fg(wk’) si @ €lyr—1, yr[=lTre — anr, 2|
: falzr) stz €lyp—1, yk[=]Tr, Thr + ol

et si on est dans aucun de ces deux cas, c’est & dire s’il existe k¥’ tel que v = wzp , on pose
Ye(z) = f(zx ). La fonction ). vérifie bien | f(x) — 1 (z)| < € pour tout = € [a, b] et par conséquent
f est réglée.

(e) Une fonction f croissante est réglée parce qu’elle admet en tout x une limite & gauche
f4(z) = sup f(2') et une limite & droite f4(z) = inf f(z'). De méme une fonction f décroissante
’ ' <z ' >x
est réglée.
(f) Une fonction en escalier 1) est bornée parce que

B ir21f ap <Y(x) < sup g (ol aq,...,qy sont les valeurs de 1 (x) pour x € [a,b]). On en

=L,2,...,mn k= n

=1,2,...,

déduit que toute fonction réglée est bornée: d’apres la question (a) on a ¢ (z)—¢e < f(x) < e (z)+e
donc, en appelant C et D les bornes de la fonction en escalier 1., on a C —e < f(x) < D +e.

(g) Soit fla,b] — R une fonction réglée. Comme la limite & gauche fy(x) et la limite & droite
fa(x) existent pour tout = € [a,b], on peut caractériser les points de discontinuité de f en disant
que ce sont les points x tels que fy(z) # fa(x). On peut aussi numéroter ces points:



soient x1,...,2,, les points pour lesquels on a | fq(x) — fo(x)| > 1

Tny41,- - - Tn, les points pour lesquels on a 1 > |fq(z) — fy(z)| >

N o

P?'M—‘

Tnp_ 141, - - - Tn, les points pour lesquels on a -

= > 1al@) — fy(@) 2
On obtient ainsi tous les points de discontinuité, leur ensemble est donc au plus dénombrable.

Soit f une fonction continue sur R et g définie sur R* par

:;/Ozf(t)dt

(a) Comme f est continue en 0, pour tout ¢ > 0 il existe a > 0 tel que:
si [ — 0] < o alors [ f(z) — F(0)] <.

Pour z €]0, af on a donc f(0) —e < f(z) < f(0) + € et, en intégrant,
[uo-ad < [ foi < [0+ b
z(f(0)—¢) < f(x) de < x(f(0) +¢)

i/omf(t) i< f0)+e

~
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Ceci équivaut a |g(xz) — f(0)] < €, et par conséquent lirr(l)g(:c) = f(0). On prolonge g en une
€Tr—
fonction continue en tout « € R, en posant g(0) = f(0).

(b) Si f est périodique, f(z +T) = f(z) pour tout x € R, avec T constante strictement
positive. Soient m le minimum de f(x), et M le maximum de f(z), pour = € [0,T]; comme f est
périodique, c’est aussi le minimum et le maximum de f(z) pour tout x € R.

On considere un réel strictement positif z, et ’entier n tel que

nT <z < (n+1)T. (%)

/Oxf(t)dt :/ dt+/ F(t) dt
Z/ dt—i—/an(t)dt
n/o f(t)dt—s—/qlf(t)dt

(parce que l'intégrale de (k — 1)T & kT est égale, par changement de variable, a l'intégrale de 0 &
T). En divisant par z on en déduit

n [T L[*
:5/0 f(t)dt+;/an(t)dt. (s )

1 1
<5< + =
€T

On a

\ 3

n 1
Quand z tend vers +oo, le rapport — tend vers — (parce que, d’apres (**)

1 1 1 T
= - =< n < =). D’autre part 7/ f(t) dt tend vers 0 parce qu'il est compris entre m et
T =z x T T
T™

. On déduit alors de (**¥)

’ﬂ

1 T
Jim g )=f/0 f(t) dt



