Corrigé du devoir 1

1) A, est symétrique, ¢’est donc la matrice d’une forme bilinéaire
symétrique f,,. Soit ¢, la forme quadratique associée. On appelle
matrice de g, la matrice de I'unique forme bilinéaire symétrique
f, telle que ¢, soit associée a f. L’'unicité de f est démontrée a
la Proposition 3.3; donc f c’est f,, et la matrice de g, est M,.

2) Casn=2:
a) q2(w1,w9) = 223 + 223 — 2w179.

b) Les termes contenant x; sont :

22% — 2x129, ce qui fait 2 ((z1 — J22)* — 123). On en déduit

1 \* 3,
G(1, 22) = 2 (xl - §x2> + 5:152.

C’est la décomposition de Gauss de ¢y (voir Théoreme 3.9).

La signature est (s,t) = (nombre de termes positifs, nombre de termes négatifs) ;
donc la signature de g9 est (2,0).

Le rang de ¢ est s + ¢ = 2. Son noyau est {0} puisque
rang(gq) =dim(R?).

3) Cas particulier n = 3 :

a) q3(w1, xa, x3) = 2(2? + 23 + 2%) — 2(x122 + 1173 + To3).

b) Les termes contenant x; sont :

203 —2(z1@9+2123), ce qui fait 2 (21 — 1(z2 + 23))% — F(z2 + 33)?).
On en déduit la décomposition de Gauss de g3 :

(w2 + 23)% + 2(23 + 23) — 27973

(l‘z — $3)2.

(xg + $3)>2 —

g3(x1,22,23) = 2 (3 — )
(232 + ZL‘3)> +

= 2($1—
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Sa signature est (s,t) = (2,0).
Son rang est s + 1 = 2.



Son noyau, d’apres la Proposition 2.15, est l’ensemble des

T 0

(21,29, 23) € R? tels que Az | 29 | = | 0 . On résoud donc
T3 0
233'1 — T9 — X3 = 0

le systeme d’équations { —x1 + 229 — x3 = 0 et on obtient que

—$1—$2+21‘3:0
le noyau de g3 est 'ensemble des vecteurs (z, z, ) (pour z € R).

¢) Pour répondre a cette question, il faut d’abord préciser quelles
sont les trois formes linéaires de la décomposition de Gauss :

U (21,09, 23) = 11 — %(.%’2 + x3),

lo(z1, 29, 73) = T2 — 3,

l3(21, 79, 73) = T3

puisque ¢z = 20, + 3622 + 0052,

D’apres la Proposition 3.10, la matrice de ¢3 dans la base
(b1, by, b3) de R? (dont la base duale est {1, fo, /3}) est diagonale.

1 0 0
Soit T' = —% 1 0| la matrice de passage de la base
-1 1

2
canonique de (R3)* & (£1, £, (3), et P la matrice de passage de

la base canonique de R> & (b1, bo, b3). On détermine P & 'aide
de la formule P =' (T1); les vecteurs by, by, b3 sont les colonnes
de P c’est a dire les lignes de 771 :

bl = (17070)
b2 — (%7170)
by = (1,1,1).

4) Cas n quelconque : il suffit de reprendre les calculs faits a
la question 3, avec n coordonnées au lieu de 3. Toutefois pour
résoudre la question 4a, il y a des remarques a faire qui évitent
d’étre bloqué dans les calculs.

a) qn(l‘l, Ce ,l’n) = 222 51722 — 2 Zi<j $Zl'j
Il s’agit dans un premier temps de mettre ¢, sous la forme
arl1 + g, on q(zy,...,x,) ne dépend que de s, ..., z,. On va le

faire plus généralement pour la forme quadratique définie par

Qh,cub(xl;---,«rn) =a Z .I'?‘Fb Z TiZj

h<i<n h<i<j<n



(avec cette notation, la forme quadratique ¢, s’appelle maintenant ¢y 2,_2).
Le but est de trouver une forme linéaire ¢ et des réels c, d tels que

2
Qhap = 07+ Qhitcd

Par la méthode de la question 3b on obtient (si a n’est pas nul) :

2
b
Qh,a,b(xla RN :Un) = q (:L‘h + — Z :L"l> -+ Qh—Fl,C,d(xla - ,:Un)
20 ;211
()

2a+b)(2a—0b b(2a—b
Qust)oub) o g _ beat)

Si a est nul on obtient (en utilisant la formule classique a3 = 1 (a+ B)*= 1(a—B)?) :

avec ¢ =

2
Qnop(T1, -5 Tn) = % (Th + Thy1 + 2 Xisn2 @) — %(xh — Tpp)?
—i—qh+27_b7_b(a:1, .. ,.%'n).
(%)
On considere maintenant la forme quadratique g; 2 —2. Appliquons
deux fois de suite la relation (*), puis une fois la relation (**) :

q1727_2 - 2612 + Q2;%’_3

= 207 + 305% + 30,
= 20,° + 3222 — 3232 + %&12 + 56,6

avec
U(zy, .. xn) =21 — %Zizgxi
lo(21,. .., xn) = X — Xi=3;
U3(21, .., 2p) = X3+ 24 + 255575
by, ..., xn) = X3 — Ty

Il reste a appliquer n — 4 fois la relation (*) & g5¢6, apres avoir
fait la remarque suivante :

dans la relation (*), si a, b, 2a—b sont strictement positifs, alors ¢,

d, 2c—d le sont aussi puisque 2c—d = (2a+b%(2“_b) — b(2§_b) = 2a—b.
a a

On conclut qu’il existe des réels strictement positifs as, ..., a,
et des formes linéaires /s, ..., ¢, tels que

G566 = asls” + ...+ anly’.

La décomposition de Gauss de g, est (sin > 4) :

3 3 3
qn = 2612 + 5622 — 5632 + 5642 + CL5€52 + ...+ anﬁnz



et sa signature est (s,t) = (n — 1,1).
On aurait pu le démontrer de facon différente, en adaptant la
méthode utilisée dans le corrigé de I'exercice 3.5.

b) Le noyau de ¢, est {0} (si n > 4) puisque
rang(q,) = s +t = n = dim(R").

¢) La méthode est celle de la question 3c. Les formes linéaires

ly,..., 0, ont été calculées a la question 4a, les formes linéaires
ls, ..., 0, sont :
Us(1, ..., 2p) = x5 + %27;26@
lo(x1, ..., xp) = a6+ %22-27:@
E7($1, R ,.CUn) = X7+ izizgxi
Les coordonnées de /1, ..., ¢, dans la base canonique de (R3)*
sont donc les colonnes de la matrice
1 o 0 0 0 0 O 0
-5 1.0 0 0 00 0
-5 -1 1 1 0 0 0 0
-3 -1 1 -1 0 0 0 0
T=|-3 -1 2 0 1 00 0
-5 -1 2 0 4 10 0
-3 -1 2 0 5 35 1 0
-3 -12 0 5 5 7 ... 1

La base de R" (dans laquelle g, est représentée par une matrice
diagonale) est constituée par les lignes de T, ¢’est & dire les vecteurs

bl—(1000000 .,0)

:(2,1,00000 ., 0)
=(,1,;,§,ooo ., 0)

= (0,0,%,— ;,0,0,0,...,0)
:( 1,-1,-1,-1,1,0,0,...,0)
bo = (=, —4 ~5 5 ~1,1,0,...0
b= (b b =5 = kb Le0)




