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Algebre (durée: 1h 20mn)

M., »(R) désigne 'espace vectoriel des matrices a coefficients réels & m lignes et n colonnes.

Partie I
1 1 1
1) a) Montrer que la matrice U = | 1 5 7 | peut étre considérée comme la matrice dans la
1 7 14

base canonique de R? d’une forme quadratique g sur R3.

b) Donner une décomposition de Gauss de g en somme de carrés de formes linéaires indépendantes
sur R3. En déduire que ¢ est une forme quadratique définie positive sur R3.

2) Montrer que r(z1,T2,73) = (v1 — 22)? + (v2 — x3)? définit une forme quadratique positive sur
R3. Donner sa matrice V dans la base canonique de R3 et déterminer son noyau.

3) a) Soient a,b et c trois réels, montrer que s(z1, 2, x3) = (awy + bxy + cw3)? définit une forme
quadratique sur R? dont la matrice dans la base canonique de R? est donnée par !L.L ou L
désigne la matrice (a,b,c) de M; 3(R).

b) En déduire que les matrices U et V peuvent s’écrire sous la forme:

U= tSl.Sl + t82.52+ th.Sg et V= tTl.Tl + tTQ.TQ

ou Si,52,53,T1 et Ty sont des matrices de M; 3(R) que l'on explicitera.
Partie 11

Soient A et B deux matrices de M,, ,(R) dont les coefficients de i eme ligne et de j éme colonne
sont donnés par les réels a; ; et b; ;. On associe a A et B la matrice C' dont le coefficient de i eme
ligne et de j eme colonne est donné par ¢; ; = a; ;.b; ;. On note alors C = A x B.

1) a) Montrer que pour A, B et B’ matrices de M,, ,(R) on a:

A%x(B+ B')=(AxB)+ (AxB').
b) Soient S et T' deux matrices de M; ,(R) montrer que:

(*S.S)x (*T.T)= "(SxT).(S*T).

2) Montrer que si A est la matrice dans la base canonique de R™ d’une forme quadratique positive
sur R™ alors il existe n réels (Ag)g=1,....n €t n matrices (Sg)k=1,....» de My ,(R) tels que:

A= Ne.("Sk-Sk).
k=1

3) a) Montrer que si A et B sont les matrices dans la base canonique de R™ de deux formes
quadratiques positives sur R™ alors C' = A x B est aussi la matrice dans la base canonique de R"
d’une forme quadratique positive sur R™.

b) En déduire sans calculs que la matrice W donnée par:

1 -1 0
W=|-1 10 -7
0 -7 14

est la matrice dans la base canonique de R? d’une forme quadratique positive sur R?.



