Espaces vectoriels

1) Structure vectorielle de R? et de R3.

DEFINITION 1 R? est Iensemble des couples de réels. On représentera les couples de réels par
des matrices-colonnes:

(Z:) avecx € R et y € R.
On identifiera chaque couple < ; > au vecteur de coordonnées x et y.

On définit la somme de deux vecteurs, et le produit d’un réel A par un vecteur, en posant
x :U’) <x+:r’> <x> <)\:r>
+ = et A = .
)+ (5= ;)=
Les principales propriétés de ces deux opérations sont les suivantes:
()= () -(5)= ()
+( 5 )=, )+
Y Y Yy Yy
()= )+ ()= ()= (G )+ ()
y y/ y// y y/ y//

Yy Yy
On appelle espace vectoriel sur R tout ensemble muni d’une addition et d’une multiplication
par les réels A, et qui vérifie 'analogue de ces huit propriétés. On définit de méme les espaces

vectoriels sur C. Par exemple R3, ensemble des triplets de réels, est un espace vectoriel sur R et
C3, ensemble des triplets de nombres complexes , est un espace vectoriel sur C.

2) Sous-espaces vectoriels.

Soit F un sous-ensemble de R?; on cherche & savoir si F' est aussi un espace vectoriel. Pour cela,
il faut d’abord que, chaque fois qu’on additionne deux éléments de F', on obtienne un élément
de F'; il faut aussi que, si on multiplie un élément de F' par un réel A, on obtienne un élément



de F. Les huit propriétés du paragraphe précédent seront alors automatiquement vérifiées (par
les éléments de F) puisqu’elles sont vérifiées par les éléments de R2.

Plus généralement on pose la définition suivante:

DEFINITION 2 Soit F' un sous-ensemble non vide d’un espace vectoriel de E. On dit que I est
un sous-espace vectoriel de E si la somme de deux éléments quelconques de F' appartient a F,
et si le produit par un réel X d’un élément de F' appartient a F.

. . ) . ) x
1°" exemple: soit a un réel fixé, et soit F' 'ensemble de tous les couples < ar >, avec r € R

autrement dit c’est I’ensemble des couples ) tels que y = ax, qu’on peut représenter par
Y
la droite d’équation y = azx).

La somme de deux éléments de F' appartient a I
T x’ x+ x+
<a:v>+<ax’ > N < ax + az’ ) N < a(z + ') > €5
et le produit par un réel A d’un élément de F' appartient a F"
x Az Az
/\<a:z>_<)\a:c)_<a()\x)>€F’

par conséquent F' est un sous-espace vectoriel de R2.
Ensemble F":

On démontre que tous les sous-espaces vectoriels de R? sont de cette forme, sauf un: ’ensemble

0 . .
des couples ( y ) n’est pas de cette forme mais c’est un sous-espace vectoriel de R?.

2¢me exemple: I'ensemble G des couples ( Zj > tels que y = ax 4+ b n’est pas un sous-espace

vectoriel de R? (si b # 0). Si on multiplie, par exemple par 2, un couple < ‘;: ) tels que y = ax+0,



on obtient le couple v > qui n’appartient pas a G parce que 1'égalité (2z) = a(2y) + b est

2
2y
fausse: (2x) = a(2y) + 20.
Ensemble G:

. M’(2x,2y),

M(xy)

3) Familles libres, familles génératrices et bases.

Etant donnés deux vecteurs de R?, il y a deux possibilités:

o o 1 2 o 2 1
Soit ils sont colinéaires; par exemple < 5 ) et < 4 > sont colinéaires parce que < 4 ) =2 ( ),

(o) o0 (3)=(0)

o o 1 2 .
Soit ils ne sont pas colinéaires; par exemple ( et ne sont pas colinéaires, on n’a pas

2 5
1 2 [ 2 1 S . . 1 2\ (0
<2 > —a< 5)111(5 > —ﬁ( 9 ),cequ1rev1entadlrequ681onava1t/\( 2)+u< 5 ) = ( 0 >,

alors A et p seraient nuls.

ce qu’on peut écrire:

La définition générale est la suivante:

DEFINITION 3 Soit E un espace vectoriel, et V1,...,V,, € E. On dit que V1, ..., V, sont linéairement
dépendants, ou li€s, s’il existe des réels A\i,..., A\, non tous nuls, tels que

MVIi+ .o+ AV, =0g  (€élément zéro de l'espace vectoriel E).

Dans le cas contraire on dit que Vi,...,Vy sont linéairement indépendants, ou que la famille
{Vi,...,Vi} est libre; autrement dit
stAMVI+ ...+ V=0, adlors \y =...= X, =0.

Autre définition:

DEFINITION 4 Soit E un espace vectoriel, et Vi, ..., V, € E. On dit que V1, ..., V, engendrent E,
ou que {V1,...,V,,} est une famille génératrice de E, si tout élément de E s’exprime en fonction
de Vi,...,Vy c’est a dire

YWEE, Mi,..., M €R, V=MV +...+ AV



Vérifions le dans le cas des vecteurs < ; ) et < ? ):

Q

g

(5)=2(2) 0 (3):

ce qui équivaut au systeme d’équations

A42u=a
2X+5u =4

En retranchant deux fois la premieére équation de la deuxiéme on obtient le systéme équivalent

A+2u=a
p=0-2a
qui permet de calculer = —2a et A = o — 2(8 — 2a)) = 5 — 23. Donc A et p existent (pour

2 > engendrent R2.

on considere un élément V = ( ) de R?; on veut démontrer qu’il existe deux réels \ et u tels

que

14 , 1
tous les éléments V de R?) et par conséquent les vecteurs < 9 ) et (

5
DEFINITION ET THEOREME 5 Soit E un espace vectoriel, et Vy,...,V, € E. On dit que {V1,...,Vy,}
est une base de E si c¢’est une famille libre et génératrice. Pour tout V € E, les réels A1,..., A\,

tels que V.= V1 +...+ AV, sont alors uniques et s’appellent ”coordonnées de V' dans la base
{(Vi,...,Va} "

On a remarqué que la famille {< ; ) < g >} est a la fois libre et génératrice. Le théoréeme

suivant dit a quelles conditions les familles libres sont génératrices, ou les familles génératrices
sont libres.

THEOREME 6 Soit E un espace vectoriel, et {Vq,...,V,} une base de E. Alors
_ toutes les autres bases de E ont méme nombre éléments; ce nombre s’appelle "dimension de E7;
_ st une famille libre a n éléments, alors c’est une base de E;

_ st une famille génératrice a n éléments, alors c’est une base de E.

1°T exemple: On a vu que { ( ; ) , ( ? > } est une base de R?. Plus simplement { ( (1) ) , ( (1] ) }

est aussi une base, qu’on appelle base canonique de R?.

1 0
2tme exemple: Vérifions que 0 |, 0 est une base (appelée base canonique
1

0

x
de R3). On remarque d’abord que tous les triplets | y ) peuvent se mettre sous la forme
z

ow
[an}

x T 0 1 0
y | =10 |+ + 0 | +ty +z
0



ce qui prouve que O], 1 1,10 est une famille génératrice de R3. Pour démontrer
0 0 1
1 0 0 0
que c’est une famille libre on remarque que, siA| 0 | +u| 1 | +v| 0O | = 0 | alors
0 0 1 0
A 0
=10 ]etdoncA=pu=v=0.
v 0
1 0 0
( O], 11,10 étant libre et génératrice, c’est une base de R3.
0 0 1
1 2 3
3®me exemple: Pour vérifier que la famille 2 1,1 5 1|, 6 est une base de R?, on
3 6 10

remarque d’abord que cette famille a trois éléments (c’est & dire trois vecteurs) et, d’apres le
théoreme, il suffit de vérifier que c’est une famille libre. On résoud le systeme d’équations

1 2 3 0 a+28+3y=0
al 2 | +81 5 |+~y| 6 =10 |« 204+ 58 +67=0
3 6 10 0 3 +68+10y =0

qui équivaut a (en retranchant deux fois la premiere équation de la deuxieme, et trois fois la
premiere de la troisieme)
a+28+3y=0

p=0
7=0
et par conséquent n’a pas d’autre solution que @ = 3 = v = 0, ce qui prouve que la famille
1 2 3
2 1,1 51, 6 est libre et, par le théoreme, c’est une base de R3.
3 6 10

4eme exemple: Trois vecteurs liés de R? ne sont pas nécessairement colinéaires mais sont coplanaires.

1 2 3
Par exemple | 2 |, | 5 | et | 7 | sont coplanaires, le troisieme étant la somme des deux
3 6 9

premiers. Ils ne forment ni une famille libre, ni une famille génératrice, ni une base de R3.

THEOREME 7 Soit E un espace vectoriel de dimension n, ¢’est a dire possédant une base {V1,...,Vy}.
Alors

_ toute famille libre d’éléments de E a au plus n éléments; si elle a moins de n éléments, on
peut la compléter avec des éléments de la base {Vi,...,V,} de maniére a former une autre base

de E;



_ toute famille génératrice de E a au moins n éléments; si elle en a plus de n, on peut choisir
n d’entre eux de facon a former une base de E;

_ tout sous-espace vectoriel de E est de dimension au plus n; s’il est de dimension n il est égal
a F.

4) Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs.

DEFINITION ET THEOREME 8 Soit E un espace vectoriel, et Vi,...,V,, € E. On dit qu'un
élément V' de E est combinaison linéaire de Vi, ..., V, lorsque

A, M ER,, V=MVI4+0 00V,

L’ensemble des éléments de E qui sont combinaisons linéaires de Vi,...,V, est un sous-espace

vectoriel qu’on appelle ”sous-espace vectoriel engendré par Vi, ..., V, 7, et qu’on note Vect(Vi,...,Vy).

On appelle "rang de {V1, ..., V,}” la dimension de ce sous-espace vectoriel. Le rang de {Vi,...,V,}
est aussi égal au nombre maximal d’éléments qu’on peut choisir parmi Vi,...,V, , de fagcon a
former une famille libre.

1 2 3
Exemple 1: On avuquelesvecteurs Vi = | 2 |, Vo= | 5 |,Va= | 7 | neforment pasune
3 6 9

famille libre. Par contre {V}, Va} est une famille libre, parce que V; et V5, ne sont pas colinéaires.
Ce qui fait que le rang de {V1, Vo, V3} est 2, et {V1,Va} est une base de Vect(Vy, Va, V3).

T
Exemple 2: Soit F' I’ensemble des | y € R3 tels que z +y + 2z = 0. Si on veut démontrer
z
que F est un sous-espace vectoriel de R3, il suffit de trouver des vecteurs qui engendrent F.
L’équation x + y + z = 0 équivaut a z = —x — y, on peut donc dire que F est 'ensemble des
x
triplets Y avec =,y € R. Comme on a
T x 0 1 0
Y =1 0 )+ v |=={ 0 J+y| 1 |,
—r—y - -y -1 -1
1 0
on peut dire que F' est le sous-espace vectoriel engendré par 0 et 1
-1 -1
5) Applications linéaires.
Soit A une matrice & n lignes et p colonnes; lapplication définie par V' = AV associe a

toute matrice-colonne V' € RP une autre matrice-colonne V' € R". Par exemple toute ma-

. b R s . . N
trice A = < CCL d ) peut étre considérée comme une application de R? dans R?, qui associe &



tout vecteur < Z ) le vecteur

()= ) ()= (228)
y ) \c d y ) \co+dy )
Cette application vérifie les relations
YV,W € R?, A(V+W) = AV + AW et VA € R, A(A\V) = \AV.
On dit alors que c’est une application linéaire de R? dans R2.

Donnons la définition et les principales propriétés des applications linéaires dans le cas général:

DEFINITION 9 Soient E et E' deux espaces vectoriels. Une application f, de E dans E', est dite
linéaire si
VWWeE, f(V+W)=fV)+ f(W) etVAER, f(AV)=Af(V).

On appelle "noyau de f” et on note Kerf l'ensemble des V € E tels que f(V) = 0g (élément
neutre de E ).

On appelle 7image de f7 et on note Imf l’ensemble des V' € E' qui ont un antécédent dans E,
c’est a dire pour lesquels il existe V € E tel que f(V) =V".

On appelle "rang de 7 la dimension de son image.

Par exemple 'application f définie par
2\ (1 2 z\ [ x+2
y )\ 2 4 y )\ 2z+4y
_ T T+ 2y (0
Kerf{<y>/<2w+4y><0>}

ou, plus simplement, Kerf est I’ensemble des vecteurs ( :; ) tels que x = —2y, autrement dit

a pour noyau

c’est I'ensemble des vecteurs < _jy ) =y ( 1

par le vecteur < _12 )

- I , ! T+ 2y
L’image de cette application f est ’ensemble des J = avec x,y € R. Remar-

21 + 4y
(7= (1)

. ) 1
et par conséquent Imf est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur ( 9 ) Le rang de f

> et c’est le sous-espace vectoriel engendré

quons que

est 1.

D’une facon générale I'image d’une application linéaire définie par une matrice A est le sous-
espace vectoriel engendré par les vecteurs-colonnes de A, et son rang est égal au rang de la
famille des vecteurs-colonnes de A.



THEOREME 10 Soient E et E' deux espaces vectoriels et f : E — E' une application linéaire.
Kerf est un sous-espace vectoriel de E et Imf est un sous-espace vectoriel de E'; leurs dimen-
sions vérifient la relation

dim(E) = dim(Kerf)+ dim(Imf)
= dim(Kerf) + rang(f).

f est injective si et seulement si Kerf = {0g}, et elle est surjective si et seulement si Imf = E'.

6) Déterminants.

On définit le déterminant d’abord pour les matrices d’ordre 2: pour A = ( (é Z ) on pose
det(A) = ad — be.

a d a
Puis pour les matrices d’ordre 3: si A= | b o b” | on pose
c CI C//
b/ b// , b b// y b b/
det(A)-adet( oo > —a det( . >+a det . J )
a a/ a// a//l
b b/ b// bl//
Puis pour les matrices d’ordre 4: si A = e o o v |onpose
d d/ d// d///
b/ b// b/// b b// b/// b b/ b/// b b/
det(A) =adet | ¢ " " |=d'det| ¢ ¢ " |+d’det| ¢ ¢ " |—-ad"det| ¢ ¢
d/ d// d/// d d// CZ/// d d/ d/// d d/

Et ainsi de suite.

Le théoreme suivant donne quelques unes des utilisations du déterminant:

THEOREME 11 Soit A une matrice carrée a n lignes et n colonnes, et f lapplication linéaire
de R™ dans lui-méme qui associe a tout vecteur V € R™ le vecteur V' = AV.

_ On a les équivalences

f injective < f surjective < det(A) # 0.

_ Les n vecteurs-colonnes de la matrice A forment une base de R™ si et seulement si det(A) # 0.

_Soit I la matrice carrée a n lignes et n colonnes dont les termes diagonaux valent 1 et les autres
termes 0 (appelée matrice unité). Pour tout nombre (réel ou complexe) X tel que det(A—AI) =0,
il existe un vecteur non nul V' (dans R"™ si A € R, dans C" si A € C) tel que AV = A\V.

Exemples: Pour A = ( L2 > le polynéme det(A—AI) (qu’on appelle polynéme caractéristique

2 4
de A) vaut A2 — 5); ses racines sont A\; = 0 et Ay = 5; il leur correspond deux vecteurs

V1:<_21> tel que AV; =0-V;

b//

/!

d//



ng(i) tel que AVo =5- V5.

0

Pour B = < -1 ) le polynéme det(B — AI) vaut A% + 1; ses racines sont A\ = —i et Ao = i;

1 0
il leur correspond deux vecteurs

W1:<1> tel que BW7 = —i - Wh

Wy = < _11> tel que BWy =1 - Wh.



