Examen Analyse 2 juin 2008 2iéme session
Tout résultat cité doit étre énoncé clairement, avec hypothéses et conclusion.

Ex. 1

Soit A C R, fn, : A — R une suite de fonctions et f : A — R une
fonction.
(1) a) Quand est-ce quon dit que la suite f,, converge simplement & f 7
(1) b) Quand est-ce qu'on dit que la suite f, converge uniformement a
f7?
(2) a) Poser h, : R — R la fonction h,(z) = z + L. Montrer que h,
converge uniformement & la fonction h(z) = =.
(2) b) Est-ce que la suite h,, ot h.(z) = (hn(x))?, converge uniforme-
ment, sur R 7
(3) Supposer maintenant que les f, : R — R sont continues sur R et que
la suite des f, converge uniformement a f : R — R. Pour n € N poser
gn(2) = falz -+ 7).

Montrer que la suite g, converge simplement a f.

Ex. II

1) Donner la définition de la convergence normale d'une série de fone-
tions.

Pour tout entier n > 0, on considére la fonction f, : R — R définie
par

fulz) = exp(—zn?).

a) Soit @ un nombre réel strictement positif. Montrer que la série de
fonctions 3~ f, converge normalement sur [, +00l.

b) Montrer que la série de fonctions ) f, converge simplement sur
10, +-o0l.

On pose, pour z > 0, f(z) = 3720 fa(z).

¢) Montrer que la fonction f est continue et décroissante sur 10, +o0[.

d) Calculer limg_ 4o f(2).

Ex. III

0) Enoncer le théoréme de Dirichlet pour les séries de Fourier, sur le
convergence (simple et uniforme), et énoncer I’égalité et inégalité de Bes-
sel/Parseval.

Soit ¢ : B — R la fonction 27 périodique telle que g(t) = [t*| pour
t el —x, 7.

1) Calculer la série de Fourler {réelle) de g.

2) Utiliser ce calcul pour calculer ) -~ -("?1;2 et Yoo oo
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