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Algebre et géométrie

Corrigé de la feuille 10

b
Exercice 1. Démontrer que < f, g >= / f(t)g(t) dt définit un produit

scalaire (f et g sont des polynoémes de degré < n a coefficients
complexes).

Pour démontrer que c’est un produit scalaire il faut vérifier que c’est

_ sesquilinéaire :

b
<f1—|—)\f2,f> = /(fl—f—)\fg

/fw+A/fw

= < fi,f>4N< fo, [ >;

< f,1 + g2 > /f91+A92

/fm+A/fm

= <figg>4+A<f,90>.
b I b
hermitien:<f,g>:/fg estégald<g,f>:/§f:/gf.

_defini : < f, f >= / ff= / |fI? est nul si et seulement si la fonction

polynomiale f est nulle en tout t € [a,b).

_positif : < f, f >:/ IfI>>o0.

Exercice 2. Démontrer que < A, B >= tr(*A B) définit un produit
scalaire sur M, (C).

On vérifie de méme qu’a lexercice 2 que c’est sesquilinéaire (sachant que

la trace est une application linéaire de M,,(C) dans C) et hermitien. Pour

vérifier qu’elle est définie et positive il faut d’abord calculer < A, A >=
n

tr(‘*A A) : si on appelle a;; les coefficients de la matrice A, alors Z lag;|? est
i=1



le j°™° terme diagonal de la matrice tA A. On en déduit que < A, A > est
la somme des carrés des normes-2 des vecteurs colonnes de A. Cette somme
est toujours > 0, et elle est nulle si et seulement si la matrice A est nulle.

Exercice 3. Montrer que les groupes U(n) et SU(n) sont compacts.
Les groupes GL(n,C) et SL(n,C) ={M € GL(n,C) ; detM = 1} sont-
ils compacts ?

La méthode pour démontrer la compacité de U(n) est la méme qu’a la
planche 9. Quant a SU(n), c’est lintersection de U(n) avec le fermé
{A € M, (C); detA = 1}, c’est donc un fermé borné c’est a dire un compact.
Les deux autres ensembles ne sont pas compacts : ils ne sont pas bornés.

Exercice 4. Soit F un espace euclidien et ry un vecteur fixé de FE.
Montrer que l’application définie par u(r) =< x,r9 > 77 est un
endomorphisme symétrique. Reconnaitre u dans le cas ou le vecteur
o est de norme 1.

L’application u est linéaire puisque le produit scalaire est bilinéaire. Elle est
aussi symétrique parce que

<u(z),y >=<< x,T0 > T,y >=< T,x0 >< To,Y >

est €gal a

<z,u(y) >=< 1z, < y,x0 > T >=< Y, To >< T, Ty >.

Si||xolla = 1 (¢’est a dire < xo,x9 >= 1), alors u est la projection orthogonale
sur le sous-espace engendré par xg.

Exercice 5. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt montrer que

(Dtoute matrice A € GL(n,R) se découpe de fagon unique en A = UT
ouU € O(n) et T est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
réels et > 0.

Appelons Vi, Vs, ... les vecteurs colonnes de A. Le procédé d’orthonormalisa-
tion de Gram-Schmidt permet d’obtenir des vecteurs orthogonaux entre eut,
et de norme 1, de la forme

Wi =anVi
Wy = a2V + Vo

Q11 Q2

donc la matrice U = A 0 ap ... a pour colonnes les W; et



par conséquent elle appartient a O(n). Soit T l'inverse de la matrice
a1 G2

0 axn ... | ;elleest aussi triangulaire supérieure et satisfait A = UT.

(2 toute matrice A € GL(n,C) se découpe de facon unique en A = UT
ou U € U(n) et T est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
réels et > 0.

La méthode est la méme que dans le cas précédent. Les termes diagonauz
sont réels parce qu’ils proviennent de la normalisation des vecteurs de base
(préalablement orthogonalisés).

Exercice 6. Soit £/ un espace hermitien et k£ € N*. Montrer que pour
tout endomorphisme hermitien u a valeurs propres > 0 il existe un
unique endomorphisme hermitien v a valeurs propres > 0 tel que
u = vk,

D’apres le théoreme de réduction des endomorphismes hermitiens, la matrice
de u dans une base orthonormale appropriée est diagonale. Or toute matrice
diagonale a termes diagonaus \; > 0 est évidemment la puissance k™ de la
matrice diagonale de termes diagonauz (\;)'/*.



