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4. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finien > 1,
et u ¢ L{E). On suppose qu’il existe p € N* tel que uv? = 0,
al bt 0.
a) Montrer que p < 1.
b) Prouver que, si keru’ # E, alors ker ut # keru'tt.
¢) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p=n.
(ii) Pour tout k € {0,1,2,...,n},on a dimkeru® = k.
(iif) 11 existe k € {1,2,...,n— 1} tel que dimuf = k.
d) On suppose p = . Soit F' un sous-espace u-stable de E.
{Prouver qu’il existe k € {0,1,...,n} tel que "= keru®.

Nous noterons N; = keru?, I; = im(u?).
a) Soient = € E, Ag,. .., Ap—1 € K tels que

wP~Y(z) £ 0, Aoz + Aju(z) + -+ dporu? T z) = 0.

Appliquant u?~! aux deux membres de Dégalité précédente, on obtient
Xou?~}(z) = 0. D'ol Ay = 0. Recommengant avec uP~2, il vient Ay = 0.
De proche en proche, on voit que les \; sont tous nuls. Il en résulte que
(m,u(m), ...,uP7}{(x)) est un systéme libre. Par suite, p < n.

b) On a Ni C Npga, Lo C I Soit ¢ < p tel que Ny = Ngyy. Alors
I, = Ig41 et pour 7 € N:

uq+r+1(E) — ur(1q+1) — ur(Iq) = uq+r(E).

On en déduit Iy = Iyr, Nygr = Ny pourr 2 0. Comme N, # 0 (car ¢ < p),
on trouve que ¢ est non nilpotent. Contradiction.
¢) (i) = (ii) Cest clair car, si p = n, ce qui précéde prouve que : {0} ‘; Ny g Ny g o C N g N, =E.
{i1) = (iii) C'est évident.
(i) = (i) Soit r € {1,2,...n — 1} tel que dim N, =r. On a doncr < p.
Prapres b) on a

{0};:1\’1 gf\’zg ;lNrgNr—H-

i particulier, dim Nyyy > 1 +dim N, et dim Ny = 1. Alors :
dim Ly = dim I, — dim(N; N 1) > dim [ — dim N}, = dim I — 1.

Onen déduit dim Npyy < dim N +1, puis dim Ny = dim N, +-1. De proche
en proche, on obtient alors (i).
) On peut supposer dim F' = ¢ > 0. Soit v = u|{F. On a

v" =10, {0} g kerv C kerw.

D'y :< s C)., on a dimkerv = dimN, = 1. Toujours d’aprés ¢), on a
A B o= dimkerv?, E::; k = dimkerv* pour 0 € k < ¢. Comme dimkeru® = &
‘ o S o

i<k < n, et kero® C keru®, il vient F = kerv? = keruf.




