COURS DE DEUG FEVRIER 2004 ~ANALYSE

4. SERIE ENTIERES
On va étudier les séries complexes.

Définition 4.1. Soit (ay,)nen une suite de nombres complexes. La
série entiére associ€ est y - a,z" ... les a, sont les coefficients de
la série.

Lemme 4.2. Soient > . a,z" une série entiere et zyp € C — {0}.
n=0 "N 0
. . n P s . o0 n
St la suite (a, 2§ )nen est bornée, alors la série Y " a,z" converge
absolument pour |z| < |z|.

Demonstration. Si |z| < |zo|, |2/20] < 1 et donc si (a,2))nen est
bornée, alors |a,z"| = |a,z)| [(2/20)"] — 0 et la série converge
absolument. ]

Définition 4.3. Soit Y " a,z" une série entiére. Soit I C RF
Uintervalle des nombres réels positifs tels que > |a,|r™ converge.

St I est majore, alors R = sup I est le rayon de convergence de
la série entiere. ‘Stnon, le rayon de convergence est infini.

Alternativement, J = {r | la suite (a,7"),en est bornée}.
Montrer sup I = sup J:
On voit que J C I. Le lemme montre que I C J.
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Proposition 4.4. Soit > a,z" une série entiére avec rayon de con-
vergence R. Alors R = sup{r € R | suppen|a,|r" < +o0}.

Demonstration. Poser K = sup{r € R | sup,en|a,|r" < +oo}.
(1) Si |z] > K alors
(1)) Si |z]| < Ket|z|<r< K
]

Proposition 4.5. s(z) = > a,z" est une fonction continue en z
dans IntD%.

Exemples (1) Y 2" (ii) Y =
Tous les deux ont rayon de convergence 1.

Rappel

Proposition 4.6.
1
7 = 1 sup(ja,|)

3=

Demonstration. Test de Cauchy: Si limsup,_,__(|a,z"])* < 1 alors
> a,z" converge.

L
n

Mais limsup,_, . (|a,2"|)% = |z|limsup,_,__(|an|)*. Donc si

1

lim sup,, o ([ )

la série entiere converge absolument.

2] <

3=

Si limsup,,_,_(|anz"])* > 1 alors le terme générale a,z, 4 0 et

la série diverge.

[l

Proposition 4.7. Supposons que a, # 0 pour tout n.

St limy, o0 |72 = L alors +=1L.
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Demonstration. test de d’Alembirlt:
Si|z| < ¢+ alors lim, . [*H5—| < 1et Y a,z" converge.

An 2™
Si |z| > 1 alors terme générale ne tend pas vers 0.
]

~EL = L alors limyen(|an|)w) existe

Corollaire 4.8. Si lim,,_, |
et vaut L

Demonstration. Attention il s’agit de changer le limsup en lim!!!!

[]
Exemples
(1) Si P( ) est un polynéme en n, alors ) P(n)z" satisfait lim,, o |[=F| =
lim, oo | & "+)1)| — 1. Si le degré du polynome est k., on a %| =
lck(n + )% + .. .epn® 4+ .. | et la limite de ceci est 1.
(i) D25 ¢ lim, o |“n+1| — lim,_y o0 | 17+,1> | = limyyoe |25 = 0

donc rayon = oo.

Proposition 4.9. Soit > a,z" > b,2" deur séries entiéres avec
rayons de convergence Ry, Ry. Soit p, A € C, et noter s,(2), sp(2)
les deur sommes associées aur s€ries entieres.

(1) > (pa,+Ab,)z" a rayon de convergence au moins min{ Ry, Ry}
et somme psq(z) + Asp(z).

(-- L Vi . n N - n b d

1) La série Y c,2" otc, =) 1 _garby_g a rayon de convergence
au moins min{ R,, Ry} et somme s,(2).5p(2).

Demonstration. pour |z| < min{R,, Ry} les séries convergent donc
les opérations sur les séries sont légitimes. ]

Exemple
Considérer s(z) = > =
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Alors

n m n k m—k Cvli .
Sy = Z(; %ﬁ) = Z(Z —ra )

k=0

et ceci est Y Z+Z) :
Donc s(z 4+ 2') = s(z) s(2').

Proposition 4.10. Soit > a,z" > b,z" deux séries entieres avec
rayons de convergence R,, Ry. Supposons da > 0 avec o < Ry et
Z;ﬁo |bila’ < R,

Alors il existe une série entiere de rayon de convergence au moins
a et somme S, 0 5p(2).

Demonstration. Poser r =Y .= |b;|a
(Sp(2))* est la somme d’une série entiere > 7 ¢, (k)z" de rayon
> Ry, (utilisant la proposition précédente).
On 2 5 [enlB)127] < (g Il = o
Si |z] < « alors > ap(sy(2))*converge absolument, car r < R,.
[]

Exemple s(z +a) = ag+ay(z +a) +as(z +a)> +--- =3 ¢,2" ol
Zk:O n—I—kan-I-kak'

Corollaire 4.11. Soit > a,z" une série enticre avec rayon de con-
vergence R # 0, et avec somme s(z) et avec ag # 0,

Alors il existe une série entiere c,z" de rayon de convergence
R # 0 et de somme o(z) t.q. Vz avec |z| < min{R, R'} on a
s(z).o0(z) =1.

Demonstration. Pour z < R poser s(z) = ap(1 —u(z)) avec

u(z) = =2 asy G d" = 2 ba".

Considérer la série > u" de rayon 1.

1

On veut y mettre u(z) au lieu de u dans la somme .
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Comme u(z) est continue, et u(z) — 0 quand z — 0, Ja > 0 tel

que |z] < a = |u(z)] < 1.
1

1 _ 0 n
Comme = = >~ " quand |u| < 1 la somme o) & une
série entiere Y ¢,2" de rayon non—nul et > a,z" > ¢,z" =1
Noter que agcy = 1 et age,, + a1cp—1 + -+ -+ a,co = 0. ]

Différentiation et Intégration

Théoreme 4.12. Soit a,z" une série enticre de somme s et de
rayon de convergence R. Les séries entieres

z:nanzn—l7 2:71(71—2)anzn—27 e Zn(n—l)...(n_k+1)anzn—k

et Y 2" ont rayon R aussi.

Demonstration. Considérer limsup,,_,_(|a,|)}/" = 1/R et noter que
lim,,_, . nt/" = 1. []

Pour parler de différentiation et intégration on va restreindre les
variables a R, et donc le rayon de convergence parle de l'intervalle

] — R, RJ.

Corollaire 4.13. Soit a,t" une série entiere de variable réelle t de
somme s qui converge sur lintervalle | — R, R].

Alors la fonction s est infiniment differentiable sur|— R, R]| et les
deérivées sont des sommes des séries entieres obtenues en dérivant
terme a terme a,t".

Demonstration. La série a,t™ converge uniformement sur [r, r| pour
r < R. ]

Corollaire 4.14. Soit a,t" une série entiere de variable réelle t de
somme s qui converge sur lintervalle | — R, R].
Alors pour tout k on a s*(0) = klay.
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Corollaire 4.15. Soit a,t" une série entiere de variable réelle t de
somme S qui converge sur lintervalle | — R, R|.
Alors pour toutt €] — R, R| on a :

/ dw—/ Za w"dw—Z/ a,, w”dw— _On——I—lth

Demonstration. Y a,2" converge uniformement sur [—r, 7] pour r <
R et donc la somme s est integrable terme a terme sur | — R, R[. O

Définition 4.16. Un fonction f de variable rélle t est développable
en série entiere a origine s'il existe une série entiere Y a,t" de
rayon de convergence R > 0 telle que Vt €]— R, R| on a f(t) = s(t).
Un fonction f de variable complexe z est développable en série
entiere a l'origine s’il existe une série entiere Y a,t" de rayon de
convergence R > 0 telle que Vz t.q. |z| < R on a f(2) = s(2).

Exemple : i est développable en série entiere ) 2".

Proposition 4.17. Toute fonction réelle développable a ['origine
fF0)

est de calsse C sur [intervalle de convergece, et comme ap = .

la série est unique.

Définition 4.18. Soit f une fonction d’un wvariable réelle t de

classe C*°. La série enticre ) Ll )tk s’appelle la série de Taylor
de f.



