Baréme MATO01 P3
20 + 6 points
Baréme

Exercice 1 (5 points)
Soit f : R — R définie par

f(a:):ln(:c+ 1+x2>.

1. Montrer que —z++vz2 + 1= (:L‘ +Va? + 1) - pour tout réel x et étudier
la parité de f.

2. Calculer f’ (z) pour tout réel z.

3. Calculer f (sinhx) pour tout réel z. Que peut-on en déduire ?

Solution.

1. (1.5 pt)
0.75 pt: (z+ Va2 +1) (—z+ Va2 +1) =1

0.75 pt: f (=) =1n (2 +VIT22) | = =l (z + VIF2%) =~/ (@),
2. (1.5 pt)
0.5 pt: (x+vVT+2%) =1+ e

!/
1pt: f'(z) = (z+V1+a? o 11+12 = \/11962.
3. (2 pt)

1 pt: f(sinhz) =In(sinhz + coshz) =1ln(e*) =z
1 pt: f est la réciprogue de sinh : R — R.

Exercice 2 (6 4+ 6 points)
Soit f : R — R définie par

2z +1
T@ =y

1. Donner le domaine de définition de f. Calculer sa dérivée et dresser son
tableau de variation en précisant les valeurs aux bornes.

2. La fonction f est-elle surjective 7 est-elle injective ? (Justifier).
. Calculer f~1({1}).
. Déterminer f ([1,+o0]) .
. Quel est le plus grand intervalle sur lequel f est strictement croissante ?

. On pose ug =0 et u,1 = f (u,) pour tout entier n.

ii) Montrer que (uy), oy est strictement croissante.

3
4
5
6
(i) Démontrer par récurrence que 0 < u,, < 1 pour tout entier n.
i
Eiii) En déduire que (uy), oy converge.

7

. Calculer foﬂf (x) dz. (on pourra poser = = tv/2).

Solution.



1. (2.5 pt)

0.5 pt: Domaine

1pt: f'(z)= 7%, racines —2, 1.

1 pt: tableau: variations — 4+ — et bornes 0,—1/2,1,0; aucune justification
sur signe de f'(x).

2. (1.5 pt)

0.75 pt: non surjective car f (x) =2 impossible (sans autre justification)

0.75 pt: non injective car f(z) = 1/2 deux solutions (sans autre justifica-
tion)

3. (1 pt)

f@)=1ssi(@—1)°=1:2=1.

4. (0.5 pt)

f([1,+00]) =10,1] par tableau de variations (sans autre justification).
5. (0.5 pt)

[—2, 1] sans justification.
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6. (3 pt)

(i) 1.5 pt

0.75 pt: u, > 0:n =0 clair, u, > 0= f(u,) > 0 sans justification.
0.75 pt: up, <1:VzeR f(x)<1

(i) 1 pt

ug < Uy et Up < Upg1 = f (un) < f (Ung1) -

(iii) 0.5 pt

Suite croissante magjorée.

7. (3 pt)

0.5 pt: foﬂ igié dx = Oﬂ 12212 dx + foﬁ m%ﬁ dx.

1pt: [ 225 de = [In (22 +2)]Y* =lnd—n2 = 2.
1.5 pt: x =tv/2 donc de = V2dt et £ =0,/2=>1t=0,1:
o 1

1 11 |1 _
0 g de= Efo i dt = [ﬁ arctant]o =%




Exercice 3 (5 points)
1. Calculer les primitives suivantes:

(¢) de ) / __dr (poser t = tanx)
Yr+1 costztans ¥ o

2. Calculer les intégrales suivantes:

/2 . e
(1) / g (i) / 2?2 Inz do
0 1

cosz + 1
Solution.

1. (2.5 pt)

_ = 2/3
Lpt: [ = [@+1)7 do = EEE
1.5 pt: dt = —H—dz donc [ % — = [ 4 =1In|t| = In|tanz|.
2. (2.5 pt)
1 pt: foﬂ/z C;”;frl dxr = [—In(cosz + 1)]3/2 =In2.

1.5 pt: fle:cl/2 Inz der = [%xB/Z lnx]if%ff /2 dx = [%:cg/z (Inz — %)]e =
2e3/2 + 4.

Exercice 4 (4 points)
On consideére la suite (uy,),~, définie par

Up = —————77 -
n

1. Montrer que
< +1

Un =

n—1

pour tout n > 2.

2. Montrer que la suite (uy),~, est bornée.
3. Calculer lim,, oo Uy,.

1

Solution.
1. (1 pt)
Uy, < 2 ssin— (—1)"n >0, ou directement par n+ (—1)" <n+1, n—
(-D)">n-1.
2. (2 pt)

1 pt: u, > 0 pour tout n > 2 : clair.
1 pt: unSZ—‘fi:l—i—%gS.
2. (1 pt)

lim,, o0 u, = 1 par gendarmes ou u, = LD /n L car (=1)" /n — 0.

T—(—1)"/n



