Université d’Aix-Marseille I Licence de Mathématiques, deuxiéme année

Faculté des sciences, Saint-Charles Intégratibn 1

Partiel du 21 mars =200y
Sans document ni calculatrice

Note : la copie doit &tre bien présentée, lisible et propre. Les questions rédigées dans un style
télégraphique seront affectées d’un nombre de points inférieur & celui du baréme. Enfin, il sera
enlevé un cinguiéme de point par faute d’orthographe.
Questions de cours &

1. Soit [a,}] un intervalle compact de R. Rappeler les définitions de
O 5 e jauge sur [a,b],

' @ o' { » subdivision pointée de [a, b],

A. ¢ subdivision d-fine.
f .+. Y 2. Bnoncer et démontrer la formule d'intégration par parties.

Exercices
. 1, Calculer les primitives suivantes :
1
2 z
l@{l Y-\- I Y J(z +z+1)e dz, J.(m+2)(32+2m+5)dz

2. On considére une subdivision pointée P de [0, 1] en deux intervalles :

P {(Ih tl) (12: tz)}

- T et =

et on suppose que i) est le mllleu de II Comment ch0131r 11,12 et tz pour que P soit §-fine
o pour la jauge
. ' [ 1-tsite0,1], .
o J(t)_{2/381t—1
%’ | Calculer alors S(f, ’P) pour f(z) = cos(nz).

3. Soient f une fonction dérivable sur [0, 1], g €]0,1[ et & > 0 tel que x5 + h €]0,1[. Montrer
que 'on a les inégalités suivantes :

‘ , ' _ VEoth z
\‘S 4 \’_s' f(zo2';:3+£($o) Sj z + Fa?) da < flzo -l;:/)_ F( n)
4. Soit f, la fonction définie sur [0, 1] par
PO =n, s =2C=T 250

Enfin, on jaose
1
I, =J fu(z) da.
0
! 4+ O, Y (a) Montrer que f, est continue sur [0,1], et que I,, existe.

\ “+ ) (b) Exprimer I, — I,—1 comme l’mtégrale d’un polyndme, que 'on calculera.
| (c) En déduire
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Partiel du 8 mars 2006
Sans document ni calculatrice

Note : la copie doit étre bien présentée, lisible et propre. Les questions rédigées
dans un style télégraphique seront affectées d'un nombre de points inférieur & celui
du baréme. Enfin, il sera enlevé un cinguiéme de point par faute d’orthographe.

Questions de cours
1. Donner la définition de I'intégrabilité d’une fonction f définie sur un intervalle
compact [a,b].

2. Enoncer et démontrer le critére de Cauchy pour Pintégrabilité.

3. Rappeler les primitives des fonctions suivantes :

cos(az), Logz,

1+4+x2

Exercices

1. Caleuler les primitives suivantes :

1 z" 1
—d —dret | ————d=.
me—l) & Jem e J((m—1)2—4)2 i
Dans la derniére, on pourra effectuer un changement de variable.

2. Soit § une jauge sur lintervalle [a,b]. Donner une preuve du lemme de Cousin
(dont vous rappellerez 'énoncé) en vous inspirant de I'argumentation suivante :
soit C C [a, b] ensemble des ¢ tels qu'il existe une subdivision §-fine sur [a, .
Montrer que C # 0, que supC = b et enfin que b € C.

3. Calculer l'intégrale suivante :

/2
J sin®(z) cos® (z) da.
]



Université d’Aix-Marseille 1 Licence MI, deuxiéme année

Faculté des sciences, Saint-Charles Intégration 1

Partiel du 7 mars 2007
Sans document ni calculatrice

Note : la copie doit étre bien présentée, lisible et propre. Les réponses rédigées dans
un style télégraphique seront offectées d'un nombre de points inférieur a celui du ba-
réme. Les fautes d’orthographe seront également prises en compte dans [’évaluation
de la copie.

Question de cours
Enoncer et démontrer la formule d’intégration par parties.

Exercices
1. Soient [a, b} un intervalle compact de R et F C [a, b] une partie fermée.
(a) Rappeler la définition de « fermé ».
{b)
(c) Rappeler I’énoncé du lemme de Cousin.
(d)

En déduire que le complémentaire de I est ouvert.

On se donne, pour tout élément z de F, un intervalle ouvert I, qui contient
x. Montrer qu’il existe une jauge & sur [a,b] qui_vérifie les propriétés sui-
vantes : h

— siz €F,alors [x — 6(z)/2,z + 8(zx)/2] C L,

—siz ¢F, alors [z —6(z)/2,z+8(x)/2) NF =1.

(e) Déduire de ces propriétés et du lemme de Cousin qu’il existe une famille
finte d’intervalles I,k =1,...,n tels que

Fc L,
k=1

C’est le théoréme de Heine-Borel.
2. Calculer les primitives suivantes :

J de J ¢ dz JazLog:cdo:.

2 +4" ) 1+e*’

3. Calculer la limite, quand & tend vers +o0, de

I{a) = } e " sinxdr.
0

4. On considére les deux courbes suivantes : C, = {(z,y) € R? 8z —y* =0} et
Cy = {(z,y) € R?, z* —y =0}.
(a) Quelle est la nature des courbes C; et Co 7
(b) Tracer ces deux courbes sur un méme graphique.
(c) Calculer les coordonnées des points d’intersection de Cy et Ca.
(d) Déterminer I'aire du domaine plan borné délimité par C, et Cs.
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