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Techniques mathématiques de base
Corrigé de la planche 4

Exercice 1: Il s’agit de trouver toutes les fonctions x(t) telles que z’(t) = 3x(t).
D’apres le cours la réponse est

z(t) = Ce

avec C' constante réelle.
Supposons maintenant que x(0) = 3; on a donc C'e® = 3 c’est a dire C' = 3

et par conséquent |z(t) = 3e®| est la solution qui vérifie z(0) = 3.

Exercice 2: Il s’agit de trouver toutes les fonctions f(z) telles que f(x) = — 5 f(x)
1
c’est a dire f'(z) = —gf(m) D’apres le cours la réponse est
f(a) = Cems”

avec C' constante réelle. .
Supposons maintenant que f(—2) = 1; on a donc Ce5 = 1 c’est a dire

C=cset par conséquent | f(x) = e~ 5 | estlasolution qui vérifie f(—2) = 1.

Exercice 3: a) Il s’agit de trouver toutes les fonctions y(x) telles que

Y (z) + a(z)y(z) = 0.

En fait on cherche celles d’entre elles qui ne s’annulent pas sur leur inter-
valle de définition. On peut alors mettre y(z) au dénominateur, et I'’équation
équivaut a
y'(x) = —a(z)y(x)
y'(x) _
y(x)

—a(z).



y'(z)
y(z)
In(|y(z)]) = A(z) + C
ly(z)| = eln(v@)D) = eAl@)+C

A(z)

On sait qu’'une primitive de est In(|y(z)|). Celle de a(z), on I'appelle

A(z); on a donc

avec C' constante réelle. Sachant que eA@+C = eA®@eC et que |y(z)| vaut

y(x) ou —y(z), on en déduit
y(z) = Ke'®

avec K constante réelle.

b) Dans cette question on suppose que la fonction y, est une des solutions
de I'équation différentielle

Y (z) + alx)y(z) = b(x),

et on veut trouver toutes les autres fonctions y qui sont solutions de cette
équation. On soustrait:

Y (z) + a(x)y(z) = b(x)
Yp(x) + alx)yy(z) = b(x)
= (/' (z) =y, (7)) + a(@)(y(z) = yp(x)) = 0
donc en fait la fonction y — y, est solution de I'équation y/'(z) 4+ a(x)y(z) = 0.

On a calculé a la question a) les solutions de cette équation, ce sont les
fonctions y(x) = KeA® avec K constante réelle. Appelons y, ces fonctions,

on a donc y — y, = y,, c’'est a dire |y =y, +yn

(voir aux exercices 4,5,6,7,8,10,13 comment calculer y,,; en général y,(x) ressemble & b(z)).

Exercice 4: a) D’apreés 1'énoncé y,(z) = C constante; sa dérivée est donc

nulle. On reporte dans 1'équation différentielle y'(z) — 2zy(x) = x et on

1
obtient C = —5

b) On résoud y'(x) — 2zy(x) = 0 comme a l'exercice 3a); on obtient
y(z) = Ke*” et on appelle y,(z) cette solution. D’apres 3b),

1 2
y(z) = —3 + Ke".



Exercice 5: a) D’apres 1'énoncé y,(z) = acos(x) + bsin(z); sa dérivée est

y,(x) = —asin(x) + beos(x). On reporte dans I'équation différentielle et on
obtient y,(z) = cos() ;sm(x).
b) On résoud y'(x) + y(z) = 0 comme & l'exercice 3a) (ou en util-

isant le cours); on obtient y(x) = Ke™® et on appelle yp,(x) cette solution.
D’apres 3b),
cos(z) + sin(x)

y(x) = 5 + Ke™™.

Exercice 6: a) D’apres I'énoncé y,(z) = ae™"; sa dérivée est y, (z) =
c

On reporte dans I’équation différentielle et on obtient a = 1
yp(z) ="

b) On résoud y/'(z) + 3y(x) = 0; on obtient y(z) = Ke > et on appelle
yn(z) cette solution. D’apres 3b),

‘est a dlre

y(r) =e ¥ + Ke ™.

Si y(0) =1, alors e * + Ke™?Y =1 donc K =0 et y(z) = e *.

Exercice 7: a) D’apres 1'énoncé y,(x) = acos(2z) + bsin(2z); sa dérivée est
Y,(r) = —2asin(2x) + 2bcos(2x). On reporte dans I'équation différentielle et
60 cos(2z) — 15sin(2x)

17 '

b) On résoud 2y'(z) + y(x) = 0 comme a l'exercice 3a) (ou en utilisant le

on obtient y,(z) =

cours); on obtient y(x) = Ke 2" et on appelle yn(z) cette solution. D’apres
3b),
60 cos(2x) — 15sin(2z)

y(x) = o + Ke 2%,
: 60 60
Si y(0) = 0 alors T, + Ke? =0 donc K = BT et
60 cos(2z) — 15sin(2z 60 _1,
iy _ O0cos(20) — 155in(2e) 60,

17 T 17°



Exercice 8: a) Méme méthode qu’a 'exercice 4, on obtient y,(x) = — et

yn(z) = Ke It d’ott

— Lw cos(wt) + Rsin(wt)

R?2 1 20?2 12

b) Méme méthode qu’aux 'exercices 5 et 7, on obtient y,(x) =
et yp(z) = Ke ' d'on

—Lw cos(wt) + Rsin(wt)
R? + L2w?

y(t) = Ey+ Ke I7,

Exercice 10: a) y(r) = —2cos?(z) + K cos(z).

b) y(z) = “"”7+\*2
K
c) y(x) =2+ Vi



