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Primitives et intégrales
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1 Primitives d’une fonction

1.1 Généralités

Définition 1.1 Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I =]a,b[ de R (avec a < b).
On appelle primitive de f sur I toute fonction F définie et dérivable sur I telle que

Vzel, F'(z)=f().

Exemple La fonction f : x +— 122+ 5 admet pour primitive sur R la fonction F : = — 622+ 5x.
Mais elle admet aussi pour primitive sur R la fonction F; : x +— 62 4 5z + 2. En effet, pour tout
r€R, ona:

F'(z) = F{(z) = 122 + 5 = f(x).

Théoréme 1.2 (admis) Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet
intervalle.

Proposition 1.3 Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I de R. Si f posséde une
primitive F' sur I, alors chaque primitive G de f est de la forme G = F + ¢ ou ¢ est une constante
réelle.
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Démonstration Soient F' et G deux primitives de f sur I. Alors on a
Veel, Fl(z)=G(z)=f(x)

et donc
Veel, Fl(x)—G(z)=(F-G)(z)=0.

La fonction F'— G étant continue, dérivable sur l'intervalle I et de dérivée nulle, elle est constante
sur I, d’ou l'existence d’une constante ¢ € R telle que

Veel, F(z)—G(z)=c
O

Remarque Interplﬁ)tation graphique : Les courbes représentatives des fonctions primitiveﬁ de f
dans un repere (O, i, j ) se déduisent les unes des autres par des translations de vecteur ¢ j avec
ceR.

1.2 Primitives prenant une valeur donnée en un point donné

Théoréme 1.4 Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient xo € I et yg un nombre
réel quelconque.
Alors il eziste une primitive F' de f sur I et une seule telle que F(xg) = yp.

Démonstration Soit G une primitive de f sur I. Alors, d’apres la proposition précédente, toute
primitive F' de f sur [ est de la forme F : z+— G(x) 4+ couc € R.

La condition F(z¢) = yo s’écrit G(zg) + ¢ = yo c’est-a~dire ¢ = yp — G (o).

Puisque nous avons trouvé une valeur et une seule de ¢, il existe donc une primitive et une seule
de f sur I telle que F(xg) = yo. Cette primitive est donnée par

F(x) = G(z) + yo — G(xo)-

Exemple Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 4z + 1.
Déterminer la primitive ' de f qui s’annule pour x = 2.
Les primitives de f sur R sont les fonctions F' de la forme

Fz)=22*+z+c ouceR.
Parmi toutes ces fonctions, celle qui s’annule pour z = 2 vérifie F'(2) = 0 c’est-a-dire
F(2)=2x224+2+c=10+c=0.

On en déduit ¢ = —10. La primitive de f qui s’annule pour x = 2 est donnée par F(z) = 222 +2z—10.

2 Intégrale d’une fonction sur un intervalle

2.1 Définition de l’intégrale

Définition 2.1 Soient f une fonction définie sur un intervalle I de R et F' une de ses primitives
sur I. Soient a et b deux points de I.
Le nombre réel [F(z)]2 = F(b) — F(a) est appelé intégrale de f entre a et b et est noté f; f(x)dzx.

a

b
[ f@ds = [F@: = FO) - Fla).
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f; f(x)dx se lit « somme de a a b de f» ou « somme de a a b de f(x)dz ».

Remarques 1. Attention, 'ordre de a et de b est important. Le nombre a est appelé borne
inférieure et le nombre b est appelé borne supérieure de I'intégrale f; f(x)dzx.

2. La lettre = qui figure dans la notation ff f(x)dx est une variable muette, appelée variable
d’intégration, autrement dit

/abf(a?)da:—/abf(t)dt—/abf(u)du_._.

3. En prenant a = b, on obtient [ f(x)dz = 0.

4. La valeur d’une intégrale ne dépend pas de la primitive choisie. En effet, si F} et F5 sont deux
primitives de f, alors on a, pour tout x € I, Fy(x) = Fi(x) 4 ¢ ou ¢ est une constante réelle.
Alors,

[Bo(2)]; = [Fi(2) + s = (Fi(b) + ) — (Fi(a) + ¢) = Fi(b) — Fi(a) = [F1(2)];.

2.2 Propriétés de l’intégrale
Nous admettrons les propriétes suivantes de 'intégrale d’une fonction.

Proposition 2.2 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et soit A\ € R. On a :

L [J1f(@) + g(@)de = [} f(z)dz + [} g(x)da

2. [PAf(x)de = A [P f(z)da

3. Ve €lab], flz)=0 = [’f(z)de>0

4o Vrelab], f@)<g)] = [ f@)dr < [!g(x)ds
5. |2 p@yda] < [21f()lda

6. Relation de Chasles

Soit ¢ un point de [a,b]. Alors on a f;f(:t:)dx = [¥ f(a)dx + fcb f(x)dx.

3 Intégrale et aire

Théoréme 3.1 Soit f une fonction définie, continue et positive sur lintervalle |a,b] (avec a < b).
Alors, Uintégrale I = f; f(x)dx représente 'aire délimitée par la courbe représentative de f, l’axe
des abscisses et les droites d’équations respectives x = a et x = b.

()

u représente I'unité d’aire
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b
I :/ f(x)dx = Aire(D).

Corollaire 3.2 Soit f une fonction définie, continue et négative sur l'intervalle |a,b] (avec a < b).

Alors, Dintégrale I = ff f(x)dx représente lopposé de l'aire délimitée par la courbe représentative
de f, Uaxe des abscisses et les droites d’équations respectives x = a et x = b.

<y

u représente I'unité d’aire

b
I :/ f(x)dx = —Aire(D).

Corollaire 3.3 Soit f une fonction définie, continue et de signe quelconque sur l'intervalle [a, b]

(avec a < b).

L b , ) , L
Alors, Uintégrale I = fa f(x)dx représente la somme des aires des domaines situés au-dessus de
l'aze des abscisses diminuée de la somme des aires des domaines situés au-dessous de l’aze des

abscisses.
A
///‘\\\
//
. D
> u
J
O |1 a

L’intégrale I = fab f(z)dz correspond a : Aire(D;)—Aire(Dy)+Aire(Ds)

u représente 'unité d’aire
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4 Opérations sur les primitives

Proposition 4.1 Soient f et g deux fonctions numériques définies sur un intervalle ouvert I. Si
F est une primitive de f sur I et si G est une primitive de g sur I, alors

o F'+ G est une primitive de f + g,

e VA € R, AF est une primitive de A\f sur I.

Démonstration Cette proposition est une conséquence directe des propriétés des fonctions dérivées.
Puisque la dérivée de la somme de deux fonctions dérivables est la somme des fonctions dérivées,
on a, pour tout x € I,

(F+G)(z)=F'(z) + G'(x) = f(2) + g(x) = (f + 9)(=)

donc F' + G est bien une primitive de f 4 ¢ sur I.
De méme, pour tout z € I,

(AF)(z) = AF'(z) = Mf(z) = (A\f)(2)
et AF est une primitive de Af sur I. d

De méme, la regle de dérivation des fonctions composées permet de dresser un tableau qui se
trouve en fin de chapitre, ou u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I.

Exemples 1. Déterminer les primitives sur R de la fonction f définie par f(z) = 5x(2? —1)2.
La fonction f est une fonction polyndéme définie et continue sur R, donc elle admet des
primitives sur R.

Posons u(x) = 22 — 1.
Alors /(z) =2z et f(z) =5 x ju'(z) x u(z)? = Su/(z)u(z)?
On en déduit que les primitives F' de f sur R sont de la forme

ol ¢ est une constante réelle.
) e ) . o sinx
2. Déterminer les primitives sur 'intervalle I =|— 3, 7[ de la fonction f définie par f(r) = ——.
cos? x
Sur Iintervalle I, le cosinus ne s’annule pas et la fonction f est bien définie et continue sur

cet intervalle.

/
Posons u(z) = cosx. Alors v/(z) = —sinzx et f(z) = — u((:z;)2
u(x
On en déduit que les primitives F' de f sur 'intervalle I sont de la forme
1 1
F = — =
(z) u(zx) e cos

ou ¢ est une constante réelle.

5 Intégration par parties

Théoréme 5.1 Soient u et v deuz fonctions définies et continiment dérivables sur [a,b]. Alors on
a la formule d’intégration par parties :

b b
/u'(x)v(:c)dq: = [u(a:)v(a:)]Z—/ u(x)v' (z)dz
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Démonstration On a, pour tout z € [a, b],
(wv)(z) = ' (x)v(z) + u(z)v'(z).

La fonction uv est donc une primitive sur [a,b] de la fonction v'v + uv’. On en déduit que

b
/ [u'(m)v(:ﬂ) + u(:v)v'(x)] dr = [u(m)v(m)]g

et donc, en utilisant la linéarité de l'intégrale,

b b
/ u’(a:)v(at)dac—i—/ u(z)v' (z)de = [U(Z)U(Z)]Z

d’ou la formule d’intégration par parties :

0

Cette formule d’intégration par parties ramene le calcul de I'intégrale fab o' (x)v(z)dz & celui de
I'intégrale ff u(z)v'(z)dx. Dans bien des cas, le calcul de l'intégrale f;u(m)v’(:n)dx est plus simple
que celui de l'intégrale f; o (z)v(x)dz.

x
Exemples 1. Calcul de l'intégrale / tcostdt :
0

Posons
Vte[0,z], wu(t)=t et o'(t)=cost.

Alors
Vvt e [0,z], u(t)=1 et wv(t)=sint.

La fonction v ainsi choisie est une primitive de la fonction v (celle qui vaut 0 en ¢ = 0).
Le choix de la primitive (c’est-a-dire de la constante) n’a aucune importance ici. La formule
d’intégration par parties nous permet d’écrire

x €T
/ tcostdt = [tsint]; — / 1sin tdt
0 0

X

= xsinx—OsinO—/ sin tdt
0

= wsinz — [—cost];

rsinz +cosx — 1.

x
2. Calcul de l’intégrale/ Intdt :
1
Cette intégrale est définie pour x €]0, +o00[. Soit donc x €]0, +o00[. Posons
Vt €]0, 400, wu(t)=Int et '(t)=1.

Alors )
vt €]0, o0, u’(t):E et wo(t) =t

x ml
/1ntdt = [tlnt]f—/ —tdt
1 1t

x
= :cln:vllnl/ dt
1

et on obtient

= zlnz —[t]]

= gzlnx—x+1.
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6 Changement de variables

Théoréme 6.1 Soit ¢ une fonction numérique définie sur [a,b], dérivable et de dérivée continue.
Soit f une fonction numérique, définie et continue sur lintervalle fermé o([a,b]). Alors on a la
formule de changement de variable :

b v(b)
)| (z)dx = s)ds.
| @i @) A@ﬂ)

Démonstration Posons, pour tout ¢ € [a, b],

o(t) t
Hﬂzﬂ)ﬂ@hetGwz/fMM¢@w-

D’apres les hypotheses, ces deux fonctions sont bien définies sur l'intervalle [a,b]. De plus, les
fonction f oy et ¢ étant continues, la fonction G est dérivable sur [a,b] et on a :

vt e [a7 b]v G/(t) = f[@(t)]@/(t)'

D’autre part, la fonction F est de la forme F' = H o ¢ ou H est la fonction définie sur ¢([a, b]) par

H(u) = ’ f(x)dx.
e(a)

La fonction H est dérivable et on a
vu e p(lab]), H'(u)= f(u)

d’ou la dérivabilité de la fonction F' et ’expression de sa dérivée :

vt € [a,b], F'(t) = H[p@)]e(t) = flp@®)]e'(t) = G'(t).

Les fonctions F' et G ayant la méme dérivée sur [a,b], on en déduit que la fonction F' — G est
constante (car de dérivée nulle) et donc

vVt € [a,b], F(t)—G(t) = F(a) — G(a).

e(a) a
F@zé@fmwzom/ﬂwzlfMM¢@M=0

don
Vtefa,b], F(t)=G(t).
O

Proposition 6.2 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréeme précédent, si de plus ¢ est
bijective, on a

3 " 1(B)
/ ﬂw¢w=/ (f o) () (1)t
et o Ha)

Démonstration On a d’apres le théoreme précédent

b w(b)
o (z)dx = x)dzx.
Lﬂﬂﬂw) L /()

Il suffit de poser a = ¢(a) et B = (b) et puisque ¢ est bijective, elle admet une application
réciproque o~ et on aa =1 (a)et b= 1(p). O



6 CHANGEMENT DE VARIABLES INTEGRATION -8

Remarques 1. Cette proposition est utile lorsque ’on utilise un changement de variable pour
calculer une primitive d’une fonction.
2. Dans la pratique, pour effectuer un changement de variable, on utilise souvent la notation

différentielle.
Si on pose t = (), alors on écrit, avec la notation différentielle, dt = ¢'(x)dx et la formule

de changement de variable donne

b ©(b)
o) (z)dx = dt.
/a Flip@))e! () / L

s

Exemples 1. Calcul de l'intégrale /4 tan xdz :

0
On a
jus jus .
4 4 SInx
tan xdr = dx.
0 o COST
Posons t = cosz, alors dt = —sinxdzx et

s

i cos 1 5 1 V3
/ tanxdr = / ——dt = / ——dt = [—Int],?
0 cos 0 t 1 t

zdx

1
2. Calcul de l'intégrale / —
0o VzZ+1

Posons t = 22 + 1, alors dt = 2zdz et

2

1 xrax 2
| = [ ap=l=var
1= s -
1

Posons = = sint, alors dz = costdt et

1 % g
/ vV1—22dxr = / V1 —sin?tcostdt = / Vcos? t cos tdt
1 _ _

= / cos® tdt

T
car sur l'intervalle [—5, 5}, on a cost > 0 et donc

Veos?t = | cost| = cost.

3. Calcul de l'intégrale /

SENVE
INE]

Wl

1+ cos 2t
D’autre part cos? t = % d’ou

1 s ™
1 2t 1 1 2

/ \/1—x2dm:/2 ﬂdt: — | t+ =sin2t -

1 2 2 2 _ 2

_
2

Wl
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Primitives des fonctions usuelles

Fonction f définie par

Primitive F de f

sur 'intervalle I

f(x) = a avec a constante F(z)=ar+c,ceR R
f(z) = 2", (n € N¥) F(z)=2""+c ceR R
f(:z:):g%2 F(x):—%+c,c€R | — o0,0] ou
10, +o0]
f(x):ﬁ F(x)=2yx+¢c,ceR 10, 4-00[
flz)=1 F(z)=ln|z|+c¢,ceR ] — o0,0] ou
0, 400
f(x)=¢€" Flx)=¢e¢"+c¢,ceR R
f(x) =sinx F(z)=—cosz+c,ceR R
f(x) =cosx F(z)=sinz+c¢,ceR R

f(z) =1+tan’z =

cos?

F(x) =tanx +¢, c€ R

]—%+n7r,%+n7r[,
néeN

f(z) =tanx F(z)=—In|cosz|+c,c€R | |-Z +nm, § +nrl|
n €N
f(x)=chzx F(x)=shx+¢ ceR R
f(x) =sha F(z)=chx+¢ ceR R
fl@)= g5 =1—th% F(z)=thx+c¢, ceR R
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Fonction f définie par

Primitive F' de f

f(x) = u(z)u(z)", (n € N¥)

n+1

u(z)"™ 4+, ceR

f{L‘ZU/(:E% Flx :—L—I—C,CGR,V‘TGJ} U(.%' 5&0
f) = 5, F(z) =2\/u(z) + ¢, c €R, Vo e I, u(z) >0
fl@) =25 neNn>2) | Fl@) = —yomer +o ceR Vo eI, ufx)#0
flx) =/ (x)e"@ F(z)=e" +c ceR
fx:“'(w) F(z)=Inlu(z)|+c¢,ceR, Ve eI, u(z)#0
u(z)




