Propriétés du produit scalaire et du produit vectoriel

Etant donnés deux vecteurs U(x,y, z) et W(z', ', '), le produit scalaire, qu’on
notera ¢ - w, est défini par

U-w =z’ +yy + 27

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul. On
appellera norme du vecteur v le réel positif VU - ¢ et on le notera ||v]].

En particulier, il est clair que les trois vecteurs de base canonique
i(1,0,0),7(0,1,0), k(0,0,1)

sont orthogonaux et de norme 1. Soit {7, U, U3} un autre triplet de vecteurs
orthogonaux et de norme 1 (c’est a dire base orthonormée), on admettra que

si U = av + bUy + cU3 et W = a'v), + b/, + U5 , alors U - W = aa’ + bb' + cc'.

Etant donnés deux vecteurs U(x,y,z) et W(a',y,2"), le produit vectoriel,
qu’on notera U A W, est défini par

TAW = (yz' —y'z, 22" — 2,0y — 2'y).

On démontre que UAW est orthogonal a ¥ et a W, et que le systeme de vecteurs
{V, W, 0\ W} est direct c’est a dire I'angle (¥, @) vu du coté du vecteur v/ A o
est positif.

Soit {¥}, Uy, U3} une base orthonormée directe, on admettra que
si U = aty+biy+cts et W = a'0+b' U+ U3 , alors AW = (bd—b'c, ca’—ca, al’ —a'd).

Les principales formules a connaitre sur le produit scalaire et le produit
vectoriel sont (en notant (U,w) l’angle non orienté entre ¢’ et w, compris
entre 0 et )

v = |[o]] [[w]] cos (¢, @),

lUA @] = ||T]] ||W]| sin(U,@) = aire du parallélogramme défini par les
vecteurs U et 0.



Rappel de cours (droites et plans)

I _ Les équations suivantes donnent les conditions pour qu’'un point M (z,y)
appartienne a une droite (dans le plan).

Equation cartésienne d’une droite D dans le plan :
ar+by+c=0

ol le vecteur 7 (a,b) est orthogonal & la droite.
Variantes :

a(x — xo) + b(y — yo) =0
(ot My(zo,yo) est un point fixé de la droite).

Cette équation équivaut a
- MoM = 0.

Equation paramétrique d’une droite D dans le plan :

ZL‘:Cth+b1
y:a2t+b2
avec t € R.

Le vecteur @ (ay, as) est parallele & la droite et le point My (b, by) appartient
a la droite. Ces équations équivalent a

R —
MM =t
II _ Les équations suivantes donnent les conditions pour qu’un point

M (z,y, z) appartienne a un plan ou a une droite (dans I'espace).
Equation cartésienne d’un plan P dans 1’espace :
ar+by+cz+d=20

ot le vecteur 7 (a, b, c) est orthogonal au plan.
Variantes :

a(r —xo) + b(y — yo) + (2 — 2) =0
(o Mo(xg,yo, 20) est un point fixé du plan).

Cette équation équivaut a

- MyM = 0.



Equation paramétrique d’un plan P dans l’espace :

T =a18+ bit+ ¢
Y = asS + bot + ¢
Z:a38+b3t+03

avec s,t € R.

Les vecteurs w (ay,as, as) et v (by, ba, b3) sont paralleles au plan et le point
Moy(c1, ca, c3) appartient au plan. Ces équations équivalent a

MoM = su +tv.
Equation cartésienne d’une droite D dans 1’espace :
{a1x+b1y—|—clz+d1:0 D

s + boy + coz +dy = 0

Equation paramétrique d’une droite D dans ’espace :

x:a1t+b1
y:a2t+bg
z:a3t+b3

avec t € R.

Le vecteur W (ay,as,as) est parallele & la droite et le point My(by, by, bs)
appartient a la droite. Ces équations équivalent a

MoM =tw.
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