Chapitre 24

Solution des exercices du
TD 7

Les méthodes ayant été détaillées dans le cours, certaines corrections seront

complétement rédigées, d’autres non...
Solution de 'exercice 7.1

Résolution des systémes d’équations suivants :

r+2y+2z2=2
1) y —4z = —3  ;on obtient la solution unique : {x =3,y=—-1,z= %}
—y+2z2=2
r+y+z=4

2){ 2z+y—2z=0 ;on obtient la solution unique : {z = 2,y = -1,z = 3}

r+2y+2z=3
r4+y+z=m+1
3N mz+y+(m—1)z=m , m étant un parameétre :
r+my+z=1
On pose la matrice augmentée :
1 1 1 m+1

M= m 1 m—1 m LQ<—L2—mL1;L3<—L3—L1;puis,L3
1 m 1 1
<—L3+L22
1 1 1 m+1 1 1 1 m+1
M~ 0 1—m -1 —m? ~] 0 1-m -1 —m?
0 m—1 O —-m 0 0 -1 —m—m?

Sim =1 : les lignes 2 et 3 sont incompatibles : pas de solution;
Sinon, le systéme est de rang 3 : on obtient la solution unique :

m? —m? —2m 41 m 9
T = Y = Z2=m4+m
1—m 1—m
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r+2y—2z2=3
4) ¢ 2z +5y+3z2=-1
—2y—10z2=14
La matrice augmentée est :
1 2 -1 3 1 2 -1 3
2 5 3 —1 | Lo« Lo—2L4 équivalente & : 0 1 5 -7
0 -2 —10 14 0 -1 -5 7

On voit aussi que M est équivalente & une matrice 2 lignes puisque la troi-
siéme, multiple de la deuxiéme, est inutile : elle est de rang 2.
Donc z est variable libre, x et y inconnues principales :

r=11z4+17y = —52—-7

Solution de I’exercice 7.2

Pour résoudre le systéme d’équations :
2042y —2+6t=4

1) { 4z +4y+2+10t =13
6x + 5y + 20t =19

On pourra utiliser les transformations : Lo <« Lo — 2Lq;Ls «— Ls — 3Lq;
puis, échanger Lo et L3
Les pivots sont alors : 2,—1 et 3;
Le rang est : 3; il y a une variable libre : t;
Les solutions sont :
20

1
=—t+jy=4t—2z= (2t +5
x et ;2 3( +5)

20 —by+3z—4s+ 2t =2
2) 3x —Ty+22—5s+4t = -3
52 — 10y — bz —4s 4+ Tt = =20

On pourra utiliser les transformations : Lo «— 209 — 3L1; Ly «— 2L3 — 5L1;
puis, Ly « L3 — 515

Les pivots sont alors : 2;1 et 2 : v = 3;x,y, s sont inconnues principales.

Les solutions sont : @ = 11z — 15t — 44,y =52 — 8t —22; s =3t +5;z et t
variables libres

r—4y+3z2=2
3r—y+22=0
) dr — by + 52 =2
2e+3y—z=a

du systéme.

; discuter selon la valeur de a, le rang et les solutions

Le premier pivot est 1;
Sur la matrice augmentée on utilise les transformations : Ly < Lo —3L1; L3
<—L3 —4L1;L4 <—L4 —2L1 :

On obient la matrice équivalente :
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1 -4 3 2
o 11 -7 -6
o 11 -7 -6
0 11 -7 a—4
Ainsi, pour que le systéme soit compatible, il faut que a —4 = —6 :a = —2:
Alors, le systéme équivaut a 2 lignes : il est de rang 2; x et y sont inconnues
principales, z est libre :

On obtient :
-5 2 7 6

Y=z —

r=—2z——
11 11 11 11

r—2y+3z+t=a
1) 2x+3y—Tz—1t=2
y+az+at=—4
La matrice augmentée est : -2 3 -7 -1 2 Lo «— Lo + 21,4

équivalente a :

1 -2 3 1 a 1 -2 3 1

0 -1 -1 1 242a |Lg«—ILg+le:-M~]| 0 -1 -1 1

0 1 a a —4 0 0 a’>—1 a+1
- Sia= —1:le systéme n’a pas de solution, on dit qu’il est incompatible,

puisque la derniére équation est impossible.
-Sia=1:1lerang est 3; z est variable libre; la derniére ligne donne ¢ = 0;
puis :
Les solutions sont : © = =7 — 5z; y = —4 — z,t = O;z libre
- Sinon, le rang est 3; t est variable libre; les solutions sont :
. tla+4) 144 7a+ 3a®

a—1 a+1
ta 2(a® 4 2a + 2)

y= -
—1 1
a_ 9 aT
Ta+1 a-—1
t=1t

Systémes homogénes

On rappelle le théoréme :

Les solutions d’un systéme homogéne M X = 0 forment un espace vectoriel
de dimension égal au nombre de variables libres; si r est le rang du systéme, p le
nombre d’inconnues, les solutions forment un espace vectoriel de dimension p—r;
c’est le nombre de variables libres, les autres sont les 7 inconnues principales. On
obtient une base de cet espace de solutions en posant par exemple successivement
chaque variable libre égale & 1, et et les autres variables libres nulles.

2+ 2a
2a — 2
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Solution de I’exercice 7.3

Dans les cas suivants chercher le rang du systéme, les solutions, les inconnues
principales, une base de cet espace de solutions :

r+3y—2z2=0
1)¢ —2x+3y —72=0 : On obtient la solution unique z = 0;y = 0; 2 = 0
—x+6y+2=0

r+3y+2z—5=0
2) —2r+y—T7z+25=0
—3x+by—122435=0

On obtient le systéme équivalent :

r+3y+2z—5=0
{ Ty—32=0
Le rang est 2; 11 y a 4 — 2 = 2 inconnues principales x et y; et 2 variables
libres : z et s :

3 —-23
On obtient : y = 7Z;x= z

+ s

Une base de cet espace de solutions, de dimension 2 est : (u,v),

w(=2,2,1,0) et (1,0,0,1);

Pour I'obtenir, on peut prendre d’abord z =1 et s =0, puis, s =1 et 2z = 0.

—x+y+2z—s5+t=0
3) —2r4+y—2+s5=0
—dr+3y+32—54+2t=0
—3r+3y+z—s+t=0
La matrice est, aprés avoir multiplié la ligne 1 par -1 pour que le premier
pivot soit 1 :

1 -1 -2 1 -1 1 -1 -2 1 -1
-2 1 -1 1 0 0 -1 -5 3 -2
-4 3 3 -1 2 |7lo -1 -5 3 2
-3 3 1 -1 1 0 0 -5 2 =2
La ligne 4 est inutile ; le rang est 3 ; donc il y a 2 variables libres et 3 inconnues
principales;
On obtient :
AL 22,
T = 5s+5 T Y=8 2= 55 5
Une base de cet espace de solutions, de dimension 2 est u(g, 1, %, 1,0) et

1. -2
2,0,—2,0,1
0(577577)

Recherche de matrices inverses par méthode du pivot de Gauss
(ou autre méthode) :
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Solution de ’exercice 7.4

On trouve les matrices inverses des matrices données en résolvant le systéme
MX = Xr:

NB : on pourra voir une autre méthode dans le livre d’algébre linéaire série
Schaum déja cité.

13 -5 2 | _3 _13 33
02 1 ) o 1 & &
= 1 M= 2 3 16
M 0 0 —4 1 | imverse M= 0 6 —i %
00 0 2 0 0 0 5
1 3 -1 2 138 4 11
2 8 1 3 o %2 L e
2)N = 1 0 -1 0 |’ inverse :N~! = _51_3 é5 1_25 15 (det N =
b g 5 8
11 i1
-1 0 2 -5 5 B 5



