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Techniques mathématiques de base
Correction du Devoir a rendre 5

Exercice 9:
Considérons I’équation différentielle

(1) y'(x) — 2y (z) + 2y(z) = xe”.
1. L’équation caractéristique associée est
X?-2X +2=0,

dont les racines sont 1 — 7 et 1 4 4. Les solutions de I’équation homogene associée a (1)
sont donc de la forme

(2) yu(z) = €” (01 cos(z) + Cy Sin(x)).

Cherchons maintenant la solution satisfaisant y(0) = 4’(0) = 1. En remplagant x = 0
dans (2), on trouve C; = 1. Puis on dérive (2)

yu(x) = ex((—C’l + Cy)sin(z) + (C1 4 Cy) Cos(m)),

et on choisit x = 0, ce qui donne Cy = 0. Finalement, la solution cherchée est

y(x) = e” cos(x).

2. Cherchons maintenant une solution particuli¢re de (1) de la forme y(x) = (az + b)e”.
Ceci donne

* y(z) = (ax + b)e”,
* Y (z) = (ax +b+a)e”,
y"(x) = (ax + b+ 2a)e”.



En injectant ceci dans (1), on obtient
(ax + b)e* = ze®

d’ou a = 1 et b = 0. La solution particuliere est donc

yp(x) = ze®.

3. Trouvons maintenant la solution de (1) satisfaisant y(0) = 1 et 4/ (0) = 1. Elle est de la
forme

y(x) =yu(z) +yp(z) =€" <C’1 cos(z) + Cy sin(x)) + ze®.

En choisissant x = 0, on trouve C; = 1. Puis en dérivant et prenant x = 0, on obtient
Cy9 = —1. Ceci donne

y(x) = e*(cos(x) — sin(z)) + ze®.

4. Pour finir, on cherche la solution de (1) satisfaisant y(1) = ¢/(1) = 0. Cette solution
doit €tre de la forme

y(x) =yu(z) + yp(z) = €” (C’l cos(x) + Cy sin(x)) + ze®.

L’idée, pour simplifier les calculs, est de remarquer que, quitte a changer les constantes
C1 et Cy en (' et Cy, ceci peut se réécrire

y(x) = yu(x) +yp(x) =€* (C’l cos(z — 1) + Cysin(z — 1)> + xe®.

En choisissant x = 1, on a él + 1 = 0. Il reste alors a dériver et choisir a nouveau x = 1 pour
obtenir C';, = —1. Ainsi, la solution cherchée est

y(r) = —e®(cos(x — 1) +sin(x — 1)) + ze®.




