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Techniques mathématiques de base

Corrigé de la planche 5

Rappel: On appelle ”équation caractéristique de 1’équation différentielle ay” + by’ + cy = 07, ’équation
aX?+bX + ¢ = 0. Ses solutions sont deux nombres réels ou complexes, tandis que les solutions de
I’équation différentielle sont des fonctions. Les trois premiers exercices donnent les formules pour calculer

ces fonctions dans les trois cas possibles: b? — 4ac strictement positif, nul ou strictement négatif.

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes:

a) y”(z) — y(z) = 0 sachant que y(0) = 2 et y’(0) = 0.

b) y'’(z) — y(z) = €2 sachant que y(0) = y’(0) = 0. Chercher une solution particuliere de la forme y(x) = Ae?® ol A est

une constante.

a) Equation caractéristique: X2 — 1 = 0. Ses solutions sont 71 = 1 et ro = —1.

Solutions de 'équation différentielle: y(z) = Ce™*+De"* = ’ y(z) = Ce® + De™”

(C et D constantes).

La solution qui vérifie les conditions y(0) = 2 et ¢’ (0) = 0: elle vérifie y(0) = C' + D = 2 et, compte tenu

que y'(z) = Ce® — De™7, elle vérifie aussi ' (0) = C — D = 0. On a donc le systéme d’équations
{C+D2

d’olt on déduit C =D =1 et ’y(m) =e"+e 7|

C-D=0

b) L’énoncé est mal posé, il faut d’abord chercher la solution particuliere. Cette solution est y(x) = Ae?®

d’apres I'énoncé, et on 'injecte dans 1’équation:

y'(x) —y(z) = e** & 44> — Ae®” = e*” & 34 = %7,

1 1
On a donc 34 =1 c’est a dire A = 3 et |y(x) = 562“" .

1
Puis on en déduit que la solution générale de ’équation différentielle de la question b) est | y(z) = gez‘” + Ce® + De™™

(qu’on obtient en faisant la somme de la solution particuliere et de la solution générale obtenue a la ques-

tion a)).

1
La solution qui vérifie les conditions y(0) = ¢'(0) = 0: elle vérifie y(0) = 3 +C + D =0 et, compte tenu

2 2
que y'(z) = §e2m + Ce® — De™®, elle vérifie aussi y'(0) = 3 +C —D = 0. On a donc le systeme
C+D=- C+D C—-D
d’équations { + €+ D)+( )

C-D=-—

1
et, compte tenu que C' = , on en déduit C' = —3

2

W Wl

1 1 1 . .
D= 5 et |y(z) = §62I - 561 + ée_“ :




Exercice 2. Résoudre les équations différentielles suivantes:

a) y”(z) — 4y’ (z) + 4y(x) = 0 sachant que y(0) =0 et y’'(0) = 1.

b) v (x) — 4y'(z) + 4y(x) = we*® sachant que y(0) = 3/(0) = 0. Chercher une solution particuliére de la forme

y(xz) = e**(Ax + B) ou A, B sont des constantes.

a) Equation caractéristique: X2 —4X +4 = 0 c’est & dire (X — 2)? = 0. Sa solution unique est r = 2.

Solutions de 1’équation différentielle: y(z) = e"™*(Cz + D) = ’ y(z) = **(Cx + D) ‘ (C et D constantes).

La solution qui vérifie les conditions y(0) = 0 et y’(0) = 1: elle vérifie y(0) = D = 0 et, compte tenu que
y'(z) = 2e**(Cx + D) + €2*C, elle vérifie aussi y'(0) = 2D + C = 1. On a donc le systéme d’équations

D=0 . P 2
d’ott on déduit D =0, C =1 et |y(z) = ze=* |.
2D+C =1

b) Solution particuliere. Cette solution est y(z) = e**(Ax + B) d’apres énoncé, et on l'injecte dans

I’équation:

y'(z) — 4y (z) + dy(z) = 2™ & (16¢*™(Az + B) 4 4e*™ A + 4e** A) — 4(4e** (Az + B) + €' A) + 4e** (Ax + B)=ze*”
& e (4Ax + 4A + 4B) = 7.

4A=1 1 1 -1
On a donc le systeme d’équations d’ott on déduit A = -, B=—=et|y(x) = T eto
4A+4B =0 4 4 4
-1
Puis on en déduit que la solution générale de I’équation différentielle de la question b) est | y(z) = xTe“ +e**(Cx + D)

(qu’on obtient en faisant la somme de la solution particuliére et de la solution générale obtenue & la ques-

tion a)).

-1
La solution qui vérifie les conditions y(0) = ¢'(0) = 0: elle vérifie y(0) = T +D = 0 et, compte tenu que

1 1 -1
Y (z) = ~e + T et +2e*(Cx+ D)+ €**C, elle vérifie aussi 3/ (0) = =~ +—-44+2D+C =0. On a

4 4 4 4
D=1 1 z—1 z+1
donc le systeme d’équations 4 d’otton déduit C' = D = = et |y(z) = =——e* + Leh !
2D C =3 1 1 1
Exercice 3. Résoudre les équations différentielles suivantes:

a) ¥ (z) + v¥'(z) + y(x) = 0 sachant que y(0) = y’(0) = 1.
b) v"’(z) + y'(z) + y(z) = cos - sachant que y(0) = y’(0) = 1. Chercher une solution particuliere de la forme

y(z) = Acos <\g§x> + Bsin <\2§x> ol A, B sont des constantes.

a) Equation caractéristique: X2+ X +1 = 0. Son discriminant A = —3 étant négatif, elle a deux solutions

complexes:
_ —b+ivV-A 1443

2a 2

_ —b—iV-A  —-1-iV3

2a 2

1 T2

2a 2a x

Solutions de 1’équation différentielle: y(z) = e~ 2 (C cos (—V_AJ:) + Dsin (—V_A )) ce qui fait



y(z) =e —3% (Ccos (? ) + Dsin <\g§x>> (C et D constantes).

La solution qui vérifie les conditions y(0) =y’ ( = 1: elle vérifie y(0) = C = 1 et, compte tenu que
1 3 3 3 3
y'(z) = ——e 2" [ Ccos + Dsin +em3® —C£ sin ix +D£cos ix ,
2 2 2 2 2
’ .ﬁ . / _ C = ]- PN
elle vérifie aussi y'(0) = —fC + —D = 1. On a donc le systeme d’équations 104 p_1 d’ol
2 2 Y=
on déduit C =1, D = /3 et |y(z) = e 3" (cos (?z) +V3sin (?m)) .

b) Solution particuliere. Cette solution est y(z) = Acos (fm) + Bsin (?z) d’apres 1’énoncé.

On l'injecte dans I’équation:

(e (52) % (Y5 ) (T (450) + 5% o (Y50 ) e () i (Y50 ) e (2
& (iA + ?B) cos (?m) + (iB — ?A) sin (?m) = coS (?m) .

1 V3ip _
A+ % B=1 4 8
On a donc le systeme d’équations { ;B B %A _ d’ot1 on déduit A = 3 B = % et

4 V3 \ . 8V3 (V3
y(x)zlscos<2 >+13 n<2x>.

Puis on en déduit que la solution générale de ’équation différentielle de la question b) est

y(z) = % cos ({ > + % (?m) + ez (Ccos (?m) + Dsin (?m))

faisant la somme de la solution particuliere et de la solution générale obtenue a la question a)).

—

qu’on obtient en

4
La solution qui vérifie les conditions y(0) = y'(0) = 1: elle vérifie y(0) = 3 +C =1 et, compte tenu que
y'(z) = fim (\/g )Jr% (ﬁm) ; —3e (C’ cos (\f ) + Dsin (?m))Jre*%I (fcg sin (ﬁx) +D§cos (?m

26 2 26 2 2 2
) 24 1 3 C=1-1
elle vérifie aussi y'(0) = %—50 gD = 1. On a donc le systéme d’équations —%C N %133D 1 %

d’oflC:g,D:L\/get y(x):icos éx +%sin éz te 3" gcos ﬁx + 11\/gsin ﬁx :
13 39 13 13 2 13 2 39




