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M15 (Analyse 2)

TD 2 - Suites de fonctions

Exercice 1.

1. Etudier la convergence uniforme sur IR de la suite de fonctions (fn)
n∈IN∗ définies

par :

fn(x) =
sin(nx)

n
.

2. Etudier la convergence uniforme sur [1,+∞[ de la suite de fonctions (fn)
n∈IN∗

définies par :

fn(x) = ln
(

x +
1
n

)
.

3. Etudier en fonction du paramètre réel α la convergence simple et uniforme sur
[0,+∞[ de la suite de fonctions (fα,n)

n∈IN∗ définies par :

fα,n(x) = nαe−nx.

Exercice 2.

On considère les suites de fonctions définies sur l’intervalle [0, 1] par :

fn(x) = xn, gn(x) = xn(1− x), hn(x) = xn(1− xn), in(x) = xn(1− x)n.

1. Etudier la convergence simple et uniforme de ces suites de fonctions sur l’intervalle
[0, 1].

2. Que se passe-t-il si l’on remplace l’intervalle fermé [0, 1] par l’intervalle semi-ouvert
[0, 1[ ? Et par l’intervalle fermé [0, a] avec 0 < a < 1 ?

Exercice 3.

Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions définies sur I = [0,+∞[
par

fn(x) =
nx

1 + n2x2
, gn(x) =

xn

1 + xn
, hn(x) = n sin

x

n
,

in(x) =
sinnx

1 + n2x2
, jn(x) = (sin x) e−nx, kn(x) = n3xe−n2x2

.

Pour chaque suite, représenter sur un même dessin les graphes des fonctions correspondant
aux indices n = 1, 5, 10 et des fonctions limites.
Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 4.

Etudier la convergence uniforme sur IR de la suite de fonctions (fn)n∈IN définies par :
fn(x) = 1

n si |x| ≤ n et fn(x) = 0 si n < |x|.
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Exercice 5.

1. Démontrer que si une suite de fonctions (fn)n∈IN définies sur un intervalle I de IR
converge uniformément vers une fonction f alors pour toute suite (xn)n∈IN d’éléments
de I, la suite (rn)n∈IN définie par :

rn := fn(xn)− f(xn)

converge vers zéro.
2. Application : Soit (fn)

n∈IN∗ la suite de fonctions définies sur I = IR par :

fn(x) = n2
(
1− cos

(x

n

))
.

(a) Montrer que la suite (fn)
n∈IN∗ converge simplement vers la fonction f définie

par f(x) = x2

2 .
(b) Montrer que la suite (fn(xn)− f(xn))

n∈IN∗ , où xn = 2nπ, ne converge pas vers
zéro. Conclure.

(c) Montrer que la convergence est uniforme sur les intervalles bornés.

Exercice 6.

On dira qu’une suite (fn)n∈IN de fonctions continues sur un intervalle I de IR vérifie la
propriété (P ) si pour tout t ∈ I et toute suite (tn)n∈IN ∈ IIN convergeant vers t, la suite
(fn(tn))n∈IN converge.

1. Montrer que si une suite (fn)n∈IN de fonctions continues sur un intervalle I de IR
vérifie la propriété (P ), alors pour tout t fixé dans I et toute suite (tn)n∈IN ∈ IIN

convergeant vers t, les suites (fn(tn))n∈IN convergent vers la même limite. On notera
f(t) cette limite.

2. Montrer que si une suite (fn)n∈IN de fonctions continues sur un intervalle I de IR
vérifie la propriété (P ), alors la suite converge simplement vers f . Que pensez-vous
de la réciproque ?

3. Soit I =]0, 1] ; en considérant la suite de fonctions (fn)n∈IN définies par :

fn(x) =
nx

1 + nx
,

montrer que la propriété (P ) n’entrâıne pas la convergence uniforme. Montrer qu’en
revanche, la convergence uniforme entrâıne la propriété (P ).

Exercice 7.

Pour tout n ∈ IN, on pose In =
∫ 2

1
e−nx2

dx. Calculer la limite de la suite (In)n∈IN.

Exercice 8.

On considère les deux suites de fonctions définies sur [0, 1] par

fn(x) = nxn(1− x), gn(x) = n2xn(1− x).
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1. Déterminer les limites simples f et g des suites (fn)n∈IN et (gn)n∈IN.

2. A-t-on

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
f(x) dx et lim

n→+∞

∫ 1

0
gn(x) dx =

∫ 1

0
g(x) dx ?

3. Etudier la convergence uniforme de ces suites de fonctions.

4. Commentaire de ce résultat.

Exercice 9.

Soit (hn)n∈IN∗ la suite de fonctions définies sur [0; 1] par

hn(x) =
n2x si x ∈ [0; 1

n ];
−n2x + 2n si x ∈ [ 1

n ; 2
n ];

0 si x ∈ [ 2
n ; 1].

1. Déterminer la limite simple de la suite (hn)n∈IN∗ .

2. Calculer
∫ 1
0 hn(x)dx. La suite (hn)n∈IN∗ converge-t-elle uniformément sur [0; 1] ?

Exercice 10.

1. Trouver une suite (fn)
n∈IN∗ de fonctions de classe C1 sur IR qui converge uni-

formément sur IR vers la fonction

va : IR → IR
x 7→ |x|.

Sans faire de calcul, dire si la suite de fonctions (f ′n)
n∈IN∗ converge uniformément

sur IR.

2. Soit f : IR → IR une fonction arbitraire. Etudier la convergence simple et uniforme
de la suite de fonctions (fn)

n∈IN∗ définies par

fn(x) =

√
f(x)2 +

1
n2

.

Exercice 11.

On considère la suite de fonctions (fn)n∈IN définies sur IR+ par

fn(t) =
n + t

nt + 1
.

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

2. Trouver le plus grand intervalle sur lequel la convergence est uniforme.

3. Etudier la convergence de la suite (f ′n)n∈IN et commenter le résultat.
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Exercice 12.

Soit (fn)n∈IN , fn : A → IR, une suite de fonctions. Une sous-suite de cette suite de fonc-
tions est une suite de la forme (fnm)m∈IN où (nm)m∈IN est une suite strictement croissante
d’entiers naturels. Montrer que toute sous-suite d’une suite de fonctions simplement (res-
pectivement uniformément) convergente est simplement (respectivement uniformément)
convergente et a la même limite que la suite initiale.

Exercice 13.

Une fonction f : [0, 1] → IR est dite en escalier s’il existe n ≥ 1 et x0, x1, . . . , xn tels que
0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 et f constante sur chaque intervalle ]xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1.
Soit f une fonction continue sur [0, 1], à valeurs réelles ; construire une suite de fonctions
en escalier (fn)n∈IN qui converge uniformément vers f sur [0, 1].
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