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CORRICGE

I. Soit f une application linéaire de E dans F', deux espaces vectoriels sur R.

a) Si vy,v9,...,v, € E, quappelle-t-on sous-espace vectoriel V, engendré par
U1, V2, ...,0,7 En déduire une base de V, lorsque {v;,vs,...,v,} est libre.
Réponse: Le sous-espace vectoriel (de E) engendré par vy, vs,...,v, est 'ensemble des
vecteurs v € I/ pour lesquels il existe A\j, A, ..., A\q tels que

v = )\1U1+)\2U2+"‘+)\qvq.

Si {vi,vq,...,v,} est libre alors c’est une base de V,, puisque {v1,vs,...,v,} est libre et

générateur de V.
b) Si B = {ey,...,e,} est une base de F

(i) Montrer que Imf, I'image de E par f, est le sous-espace engendré par
{f(e1),..., flea)}

Réponse: Imf est I'ensemble des f(v), pour v € E. Comme {eq,...,e,} est une base
de E, alors E est égal a ’ensemble des \je; + - -+ + e, (pour \i,..., A\, € R) et Imf
est 'ensemble des f(Ajeq + -+ - + Auen). En utilisant la linéarité de f on en déduit que

Imf est 'ensemble des A\ f(e1) + -+ + Ao f(en), c’est a dire le sous-espace engendré par
{f(er),-, flen)}

ii) On suppose f surjective et F', de dimension p < n, de base B; = {¢1,...,¢,}.
p

Montrer que f n’est pas injective.

On pose f1({e1}) = Av..... 1 ({5,}) = 4.

Montrer que A; # (); déterminer A, N A; pour i # j.

On choisit €] € A,,..., e, € A,, montrer que {¢/,..., e} est une partie libre de E.

Réponse: On a supposé f surjective; si elle était aussi injective elle serait bijective et

p serait égal a n.

A; n’est pas vide parce que, [ étant supposée surjective, le vecteur €; a au moins un
antécédent par f. Par contre A; N A; est vide (pour i # j): si un vecteur v appartenait a
A;NA; on aurait f(v) = ¢; = ¢;, alors le vecteur €; — ¢; (qui est une combinaison linéaire

de €1,...,¢,) serait nul et par conséquent {ey,...,e,} ne serait pas libre.

Supposons maintenant A€+ - -+\ye;, = Op (vecteur nul de /), et déterminons les réels Ay, . . .



On a
et, comme f est linéaire,

AMS(E) + -4 Apf(e)) = Oy

Comme d’apres I'énoncé les f(e}) valent ¢;, et comme {¢eq,...,e,} est libre, on en déduit

que tous les \; sont nuls ce qui prouve que {€, ... ,e;} est libre.

(iii) Enoncer le théoréme de la base incomplete; en déduire une base 5’ de E,

contenant ¢/, ... €.

Réponse: D’aprés le théoréme de la base incomplete, étant donné une partie libre de
p vecteurs de E (avec p < n =dimFE), il existe n — p vecteurs appartenant a une base

donnée de E tels que I'ensemble de tous ces vecteurs forme une base de E.

Ici on peut donc trouver e;, . .., e;,_, (dans la base B) tels que B' = {e}, ..., €}, €;,... e, .}
soit une base de E.

Application Soit f ’application linéaire de R dans R? définie, dans les bases

1 1 1
1 -1 -1

Montrer que f est surjective et déterminer une base B’ de R?® comme il est fait

canoniques, par la matrice

a la question b) iii).

Réponse: Appelons {e1, €5, e3} la base canonique de R3 et {1, &2} celle de R?. L’application
f est surjective si Imf est égal a R?, ce qui revient a dire qu’il est de dimension 2. Or il ne
peut étre que de dimension 0, 1 ou 2. Comme les vecteurs f(e;) = (1,1) et f(ea) = (1, —1)
(= les deux premiéres colonnes de la matrice) sont visiblement linéairement indépendants,

la dimension de Imf est 2 et f surjective.

On remarque que

flerde) = fle)+ flez) = (1
fler—ea) = fler) = flea) = (1,

+

1)+ (1,-1) = (2,0) = 2¢
1)—(1,-1) = (0,2) = 2e,.
1

Y

1
On peut donc poser €] = 5(61 + eg) et € = —(e; — eq), ces vecteurs vérifieront bien
f(e)) =e1 et f(ey) = ey Clest a dire €] € Ay et ey € Ay. On compléte par € = e, puis
il suffit de vérifier que la famille B' = {e}, e}, €4} est libre (sachant que toute famille de

trois vecteurs libres, dans un espace vectoriel de dimension 3, forme une base).



II. Reésoudre dans R et discuter, suivant la valeur des parametres réels a, b, ¢, d,

le systeme

r+yt+z+t = a

rT—y—z+t =0
(5)

—r—y+z+t c

—3r+y—32—Tt = d

Réponse: 11 s’agit d’appliquer la méthode du pivot puis de trouver la ou les solutions,
c’est a dire la ou les quadruplets (z,y, z,t) qui vérifient les quatre équations; la réponse

dépend des valeurs de a, b, c,d,.

La matrice du systeme:
11 1 1 |a\ Ly

1 =1 =1 1 |b| Ls
-1 -1 1 1 |le| L3
-3 1 =3 —-7|d) I4
se réduit en remplagant d’abord la ligne Ly par L, = Ly — Ly, L3 par L = Ly + Ly et Ly
par L)y = Ly + 3Ly:

1 1 1] a L
2 -2 0 |b—a | L,
c+a | Lj

4 0 -4|d+3a) L,
puis L} par L)) = L, + 2(L, + LY):

o O o =
@]
[\

1 1 1 1 a Ly
0 -2 -2 0 b—a L
00 2 2 c+a L,
0 0 0 0ld+3a+20b+c)) L,

Cette derniere est la matrice du systeme d’équations

r+tyt+z+t = a
() —2y — 2z = b—a
2z + 2t = c+ta

0=d+3a+2(b+c)
ce qui oblige a distinguer deux cas:

e si d+ 3a+ 2(b+ ¢) # 0 la quatriéme équation ne peut pas étre vérifiée, le systéme

d’équations n’a pas de solution;

e sid+3a+2(b+ c) =0 la quatriéme équation est vérifiée; le systéme d’équations a une

infinité de solutions qui sont les quadruplets

a+b b+c c+a a+b b+c c+a
t) = —tt— —t t) =
($7y727) ( 2 ) 2 ) _l— 2 ’) ( 2 b) 2 b 2

,O>+t(—1,1,—1,1)



avec t € R quelconque.

III. Soit f ’endomorphisme de R?® dont la matrice, dans la base canonique,

est

a) Trouver les deux valeurs A € R pour lesquelles il existe un vecteur v non

nul vérifiant f(v) = \v.
Indication: on pourra échanger la 1€ et la 3" ligne du systéme obtenu.

Réponse: Pour déterminer f(v), on appelle (x,y, z) le vecteur v et on calcule le produit

matriciel
-1 1 1 T —r4+y+z
1 -1 1 yl=1x—-y+=
1 1 -1 z r+y—=z

donc f(v) = f(z,y,2) = (—v+y+z,0—y+z,2+y—=2). L'équation f(v) = v équivaut

au systeme d’équations

—r+y+z = M
(Sy) r—y+z = Ay
r+y—z = Az

c’est a dire (en faisant passer A\r, \y et Az au premier membre puisque z, y et z sont les
inconnues)

(-A—1lz+y+z =0

z+(=A—1Dy+=z

r+y+(-A—1)z =

dont la matrice est

A-1 1 1 o\ I,
1 —x—1 1 |o| L,
1 1 —x—10) L

qui se réduit en permutant les lignes 1 et 3:

1 1 —Ax—1]0\ L,=L;
1 =x—1 1 |of| L,=1L,
A-1 1 1 |0) Ly=1L,

puis en remplagant la ligne L, par L = L, — L} et la ligne L} par



L3 =L+ (A+1)L%:

11 “A—1 |0\ I,
0 —A—2 A+2 o
0 A+2 —AX+2)|0) Lv
et en remplacant la ligne L§ par Ly = L% + Lj:
11 “A—1 o\ I}
0 —A—2 A2 ol r
0 0 (=A+D(\A+2)|0) LV

Ce systéme admet d’autres solutions que la solution (x,y, z) = (0,0,0) a condition qu’au
moins un des termes diagonaux soit nul, c’est a dire que A vaut 1 ou —2. Donc dans ces

deux cas il existe un vecteur non nul v = (z,y, z) tel que f(v) = v

b) Pour chaque valeur )\ trouvée, choisir, pour 'une, un vecteur ¢; et, pour

I’autre, deux vecteurs ¢, et ¢3 tels que B = {¢1,¢e9,¢c3} forme une base de R3.
Réponse: Résolvons le systeme réduit aprés y avoir remplacé \ par 1:

r+y—2z =
—3y+3z =
0 -

ce qui équivaut a x = y = z, c’est a dire z € R quelconque et (x,y,z) = (z,2z,2z). On

choisit une solution qu’on appelle €1: on pose e1 = (1,1,1).
Résolvons le a nouveau apres y avoir remplacé \ par —2:

il ne reste qu’une seule équation qui est x + y + z = 0. Ca veut dire qu’'on peut prendre

(par exemple) y et z quelconques, et que x vaut —y — z donc
(z,9,2) = (=y — 2,9, 2).
On choisit, parmi ces vecteurs, deux vecteurs linéairement indépendants par exemple
o =(—1,1,0) (avecy=1letz=0) et e3=(—1,0,1) (avecy=0etz=1)

puis on verifie que les trois vecteurs choisis forment un systeme libre (un systeme libre de

trois vecteurs formant une base, dans un espace vectoriel de dimension 3).
c) Calculer D = Mat(f, B, B).

Réponse: On a trouvé les vecteurs €1, €9, €3 en résolvant ’équation f(v) = Av dans le cas

ou X vaut 1 ou —2. On a donc
fle1) = Mep = leg 4+ 0ey+ Oeg

f(EQ) = /\282 = O€1+(—2)€2+O€3
fles) = Asez = 0e1 4 0ey + (—2)es



1 0 O

et donc la matrice de f dans la base {e1,e9,63} est [0 —2 0
0 0 =2

IV. Soit I’espace vectoriel £ = A(R,R) des applications de R dans R. Dans F,
on considere les nombres réels rq,...,7, et les fonctions f, définies pour tout
r € R, par fi(z) = e™".

Montrer que le systéeme {f,..., f,} est libre si et seulement si ry,...,r, sont

distincts deux a deux.

(On raisonnera par récurrence; on sera amené a écrire A f1(z)+---+ A\, fn(z) =0

pour tout = € R; on divisera par f,(z) et dérivera.

Réponse: On cherche les réels Ay, ..., \, tels que A\ fi + - -+ + A\, f,, soit la fonction nulle.

Divisons cette fonction par f,; on obtient (en utilisant les propriétés de I'exponentielle)
1
0= m()\lfl(x) 4+t )\nfn(37)) _ )\16(7"1*7"71)1 S Ane(r'n*rn)l‘. <*>

Remarquons que la derniére exponentielle vaut 1, puisque r, — r, = 0. La dérivée du

dernier terme sera donc nulle. On obtient
0= M (r1 — Tn)e(”_”)x + o+ N (e — rn)e(”"*l_”)””
et, en multipliant par e,
0=M(r1 —rp)e™ 4+ X1 (11 — )17 ()

La récurrence fonctionne: si on suppose que {fi,..., fo_1} est libre, alors A\i,..., A\y_1
sont nuls d’apreés (xx) (a condition que les ry — r, ne soient pas nuls), d’ou on déduit que

A, aussi est nul d’apres (x), et donc {f1,..., fn_1} est libre.

Réciproquement si parmi les coefficients r;, deux d’entre eux sont égaux, r, = 1y, alors
) 2

fr — fn est la fonction nulle, donc {fi,..., fn_1} n’est pas libre.



