CHAPITRE 2 : Géomeétrie vectorielle : 1 semaine de cours-TD (6H)
Vecteurs, produit scalaire et module, changement de repéx@uit vectoriel et mixte, droites et plans.

CHAPITRE 3 : Calcul matriciel : 1.5 semaines de cours-TD (9H)
Une introduction au calcul matriciel : matrices 2 x 2 et 3 x 3.
Opérations élémentaires, action sur un vecteur colonngpditation linéaire associée. Image, noyau, rang,
théoreme du rang. Déterminant. Matrices inversibles.
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1 Calcul vectoriel

1.1 Scalaires et vecteurs

Dans ce cours, uscalaireest un réel € R, et unvecteurest unp-upletu = (z1,...,x,) € R avecp = 1,2, 3.
Notation : On utilise le symbol® pour le vecteur nu(0, . . ., 0). Autre notation en usage:
Les opérations sur les scalaires sorgdanme\ + p et le produit \u:, qui vérifient les identités suivantes :

A+up)+v=A+(p+v), A+0=), A p=p+ A,
Ap)v = Apw), 1A=\ A= p, A+ p)v = A+ pv, 0A =0.
De plus, tout scalair@ a unopposé-\ tel queX + (—\) = 0. On écritA — p pour + (—p).

Enfin, tout scalaire non nW a uninverse\~! tel queAA~! = 1. On écrit)\/u pour A\p~*.
Les opérations sur les vecteurs sorgdmmen + v et le produit externe\u, qui vérifient les identités suivantes :

(u+v)+w=u+ (v+w), u+0=u, u+v=1v-+u,
M = Apu), lu=u, A+pu= +pu, Ou=0, Au+v)=Au+ v, I0=0.
On écrit—u pour(—1)u etu — v pouru + (—v), de sorte que, — u = 0.
Exercice 1 :En utilisant ces propriétés, montrer que\gi= 0, alors\A = 0 ouu = 0.

Interprétation géométrique de la somme et du produit egtezamposition des vecteueschangement d’échelle

Remarque : Tout vecteuru = (z,y) € R? est de la forme: = 27+ yj ol les vecteurs = (1,0) et7 = (0,1)
forment labase canonique d&?, et les scalaires, y sont les deuxomposantes de dans cette base. De méme,
tout vecteuru = (z,y,2) € R? est de la formes = 27+ yj + 2k ol = (1,0,0), 7= (0,1,0), k = (0,0,1)
forment labase canonique d&3, etz, y, z sont les troicomposantes de dans cette base.

1.2 Produit scalaire

Uneforme bilinéaire symétrique sik? est une applicatiop : R? x RP — R qui vérifie les identités suivantes :

@(UJFU/aU) = QD(U,U) +50(u/av)a @(Auav) = )‘w(uvv)v @(vau) = @(u,v).

Remarque : On en déduit quey(0, u) = 0. Il suffit pour cela d’appliquer la deuxiéme identité avee 0.
Exercice 2 :Montrer qu’il existe une seule forme bilinéaire symétriqusurR? telle que :

p(@7)=¢(7) =1,  »(@])=0.
[Utiliser la décomposition des vecteurs dans la base canm]iq
Définition : Ce est leproduit scalairedéfini paru - v’ = za’ 4+ yy’ pouru = (x,y) etu’ = (2/,y').
Autres notations en usage pour le produit scalaite ') et (u | u').
Remarque : Le produit scalaire est défini de telle sorte que la base déguei )’ soit orthonormée On vérifie
aisément que cette forme bilinéaire symétriquedéginie positiveAutrement dit, on a les propriétés suivantes :
w-u =0, u-u =0 sietseulementsi = 0.

On définit de méme le produit scalaire comme une forme biliaé&ymétrique définie positive s,

Définition : La norme euclidienneu vecteun est le réel|u|| = /u - u, de sorte quéu|® = u - u.

Exercice 3 :Montrer qu’on peut définir le produit scalaire & partir dedame euclidienne jéveloppet|u + v||*]
Définition : On dit queles vecteurs: etv sont orthogonauet on écritu L v Sion au - v = 0.

Exercice 4 :Montrer queu L v si et seulement gju + v||* = |ju||* + ||v||* (théoréme de Pythagore
Exercice 5 :Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarfu - v| < ||ul|||v|. [Etudier la fonctionf (A) = [|[Au + v[|*]
Exercice 6 :Montrer les propriétés de la norme euclidienne :

llu + || < JJull + [Jv]], [[Aull = |A] ||, ||lul| = 0 sietseulement st = 0.



S. Lazzarini - UE21 (math2)- 2012/2013 3

1.3 Déterminant dansR? et produit vectoriel dans R?

Une application : R? x R? — R? est ditebilinéaire alternéesi elle vérifie les identités suivantes :
S(u+u,v) =6(u,v) + d(u,v), d(Au,v) = Ao(u,v), d(v,u) = —=(u,v).
Exercice 7 :En déduire les identités suivantes :
S(u,v+v") = §(u,v) + 6(u,v), §(u, Av) = Ao(u,v), 5(0,u) = 0= d(u,0),
d(u,u) =0, 5(u+ Av,v) = 6(u,v) = 6(u, \u+ v).
Une application bilinéaire alternée R? x R? — R s’appelle undorme bilinéaire alternée sur”.

Exercice 8 :Montrer qu'il existe une seule forme bilinéaire alterdéirR? telle ques(7, ) = 1.
/
| = xy' — ya' pouru = (z,y) etu’ = (2, y').
Interprétation géomeétrique : la valeur absolue du déteantiast I'aire du parallélogramme défini par./’, et son
signe est donné padtientation trigonométrique du plarC’est I'aire algébriquedu parallélogramme.
Exercice 9 :Montrer Iidentité (u - v)2 + det(u, v)2 = ||u||*||v||?, et en déduire I'négalitédet (u, v)| < ||ul/[|v].
Quelle est I'interprétation géométrique de cette inégalit

Définition : Ced est ledéterminandéfini pardet(u, u’") = ‘;

Exercice 10 :Montrer qu'il existe une seule application bilinéaire edi@es : R? x R3 — R? telle que :

@) =k Gk =1  6k7)=7
x
z z

—

a. Lol o
‘EZ g/ L — J+ y / k:pouru:(:z:,y,z)

Définition : Ced est leproduit vectorieldéfini paru A v’ =
etu = (2/,y,2').

Interprétation géométriquesA v’ est orthogonal & etv’, sa norme est I'aire du parallélogramme définipar’,
et son sens est donnée pardgle des trois doigts de la main droit€’est l'aire vectorielledu parallélogramme.

Exercice 11 :Par linéarité, établir les tables de “multiplication” samtes sur les vecteurs de la base canonique.

Tables du produit scalaire, du déterminant d&fset du produit vectoriel.

_ T 7k _ AT Tk
U T det | © 70k -7
i 70 1 0 A B I B
710 1 2 7 1-1 0 J v

k10 0 1 i 7 -7 0

Exercice 12 :Montrer que le produit vectoriel n’est ni commutatif, niastif : il existeu, v tels queuAv # vAu,
et de méme, il existe, v, w tels que(u A v) Aw # u A (v A w). [Utiliser des vecteurs de la base canonidque.

Exercice 13 :Montrer identité (u - v)2 + [[u A v||> = ||ul]*||v||*, et en déduire inégalitdu A v| < ||ul[]v].
Quelle est I'interprétation géométrique de cette inégalit

1.4 Déterminant dansR?

Uneforme trilinéaire alternée suR? est une applicatiof : R? x R? x RP — R qui vérifie les identités suivantes :
S(u+u' v, w) = §(u,v,w) + (v, v, w), 0(Au, v, w) = Ao (u, v, w),
(v, u,w) = —0(u,v,w) = d(u,w,v).

Exercice 14 :En déduire une identité pour chaque permutation des veateurw dansd(u, v, w). [Il'y a 6 cas]

—

Exercice 15 :Montrer qu'il existe une seule forme trilinéaire altermésurR? telle ques (7, 7, k) = 1.
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Définition : Cette unique application estdéterminantouproduit mixte défini pardet(u, v/, v”) = u- (v’ Au”).
Pouru = (z,y, 2), v’ = (2, ¢, "), v’ = (2" ,y", 2"), on aledéveloppement par rapport a la premiére colonne

’ %
Y

Z/ Z//

/ "

-y +z

x
Z/ Z//

T x
det(u, v/, u") =y y
z z y

Interprétation géométrique : la valeur absolue du déteantiast le volume du parallélépipéde défini paw’, u”,
et son signe est donné parégle des trois doigts de la main droit€’est levolume algébriqueu parallélépipéde.

Exercice 16 :Etablir une formule de développement par rapport a chagioace et a chaque lignel jy a 6 cas]
Exercice 17 :Calculer tous les déterminants de vecteurs de la base cpeiii y a 27 cas]
Exercice 18 :Montrer I'inégalité| det(u, v, w)| < ||ul|||v]|||w||. Quelle est son interprétation géométrique ?

1.5 Droites vectorielles et colinéarité

Notation : Siu € R?, on poseRu = { u | A € R} C RP.
Définition : Siwu est un vecteur non nul, on dit gd& = Ru est ladroite vectorielle engendrée par le vecteur
Interprétation géométriquel est la droite deecteur directeur, qui passe par I'origin®.

Remarque : En fait, tout vecteur non nul d® est directeur. Autrement dit, 81 € D etu’ # 0, alorsRu’ = D.
Un tel vecteur directeur définit lBystéme paramétriqumour la droite vectorielle qu’il engendre.

=2\

Exercice 19 :Ecrire un autre systéme paramétrique pour cette droit@retet la forme générale d’un tel systéme.

Exemple : Siu = v+ 27, la droiteD est définie par le systéme paramétrit{u‘g

Interprétation cinématique® est la trajectoire d’un point qui se déplace a vitesse catestaet qui passe par
l'origine O a l'instant 0. Cette trajectoire est inchangée si on mugtifal vitesseu par une constante non nulle.
Pour représenter kempson utilise souvent a la place de\ commevariable paramétrique

Exercice 20 :Ecrire un systéme paramétrique pour la dréiiteoli v = 7'+ 27+ 3k.

Définition : On dit que deux vecteuis v € R? sontcolinéairess’ils appartiennent a une méme droite vectorielle.
Remarque : Siu = 0, alorsu, v sont forcément colinéaires. 8i£ 0, cela revient a dire que € Ru.

Exercice 21 :Montrer lecritére de colinéarité pouR? : u, v € R? sont colinéaires si et seulemendst (u, v) = 0.
[Pour la réciproque : commencer par le cas= 0 puis celui ou la premiére composantewest non nullg.

Remarque : Ce critére donne unéquation cartésiennée la droiteRu.

Exemple :Siu = 7'+ 27, la droiteRu est définie par I'équation cartésien

rie 5‘ =0, c'est-a-direy — 2z = 0.

Exercice 22 :Ecrire une autre équation cartésienne de cette droiteneieida forme générale d’'une telle équation.
Exercice 23 :Montrer lecritére de colinéarité pouR? : v, v € R3 sont colinéaires si et seulementsh v = 0.

Remarque :Siu # 0, ce critere donne 3 équations cartésiennes pour la dkeitenais on peut toujours supprimer
'une d’elles, qui est conséquence des 2 autres : on obtiesystéme cartésien a 2 équatiqrsur la droiteRu.
En fait, si aucune composante d@’est nulle, on peut supprimer n'importe laquelle des 3 éqna.

Exercice 24 :Ecrire un systéme cartésien a 2 équations pour la dRoiteliu = 7'+ 27+ 3k.

1.6 Plans vectoriels et coplanarité

Notation : SiUl,V C RP, onposél +V = {u+v |u € Uetv € V} C RP.

Définition : Siu, v sont deux vecteunson colinéairesleR?, on dit queP = Ru + Rv = {A u+ pv | A, u € R}
est leplan vectoriel engendré par les vecteurst v et queu, v formentbase du plan vectoriép.

Interprétation géométriqueP. est le plan paralléle @ etv qui passe par I'origin®.

Remarque : On verra plus tard que deux vecteurs non colinéaire® é@ment nécessairement une basede
Une telle base définit usysteme paramétriqumour le plan qu’elle engendre.



S. Lazzarini - UE21 (math2)- 2012/2013 5

Exemple :Siu =7+ 27+ 3k etv = 47+ 57, le planRu + Ruv est défini par le systéeme paramétrique suivant :

x = A+4pu,
y = 2X+5pu,
z = 3\

Définition : On dit que trois vecteurs, v, w € R? sontcoplanairess’ils appartiennent & un méme plan vectoriel.

Remarque : Si u, v sont colinéaires, alors, v, w sont forcément coplanaires. &iv ne sont pas colinéaires, cela
revient a dire quev € Ru + Ruv (d'apreés la remarque ci-dessus).

Exercice 25 :Montrer lecritere de coplanarité u, v, w € R3 sont coplanaires si et seulemendsi(u, v, w) = 0.
[Pour la réciproque : commencer par le cag\v = 0 puis celui ou la premiére composantew@e v est non nulle.
Dans le deuxiéme cas, développer le déterminant par ragplarpremiére ligng.

u etv colinéaires dang> det(u,v) =0
u etw colinéaires dang? uhv=0
u, v etw coplanaires danR® | det(u,v,w) =0

Remarque : Siu, v ne sont pas colinéaires, ce critére donneéopgation cartésiennéu planRu + Ruo.

1 4 =z
Exemple :Siu = 7"+ 27+ 3k ety = 47+ 57, le planRu + Rv est défini par I'équation cartésien 5 y|=0,
c'est-a-dire—15x + 12y — 3z = 0, ou encoréx — 4y + z = 0. 3 0 =z

1.7 Orthogonal et biorthogonal

Définition : Siwu est un vecteur d&”, sonorthogonalest I'ensemblei- = {v € R? | u | v} C RP.
Remarque : 0+ = RP car tout vecteur d&? est orthogonal au vecteur nul.

Exercice 26 :Montrer que siz est un vecteur non nul d&?, alorsu est une droite vectorielle.

Exemple : (7+ 27)* est la droite vectorielle d’équation cartésienne 2y = 0 et de vecteur directe@ — 7.
Exercice 27 :Montrer que siz est un vecteur non nul d&?, alorsu est un plan vectoriel.

Exemple : (7+ 27+ 3/3)L est le plan vectoriel d’équation cartésienne 2y + 3z = 0 et de bas@r — 7, 37— k.

Définition : SiU C R?, sonorthogonalest 'ensemblé(* = (), ., u™ = {v € R? | u L v pour toutu € U}.
Exercice 28 :Quel est 'ensemblé&R?)+ ?
Exercice 29 :Montrer que sk, v sont deux vecteurs non colinéaireskig alors{u, v} est une droite vectorielle.

Remarque : Dans ce cas; A v est un vecteur directeur de;, v}+.

Exemple : {7+ 27+ 3k 47+ 57} est la droite vectorlelle définie par le systéme cartési
Un vecteur directeur de cette droite 88t 47+ k.

x4+ 2y + 3z =0,
%in oY 0.

Exercice 30 :Montrer que(Ru)* = u' et que(Ru + Ruv)* = {u,v}+.

Remarque : En particulier, cela signifie que I'orthogonal d’une droitectorielle deR? est une droite vectorielle.
De méme, I'orthogonal d’une droite vectorielle & est un plan vectoriel, et vice-versa.

Définition : Le biorthogonald’'un vecteurn: estu+ = (u*)-. On définit de méme le biorthogonal e R?.
Exercice 31 :Montrer queu € u*+, et plus généralemerit, ¢ U+,

Exercice 32 :Montrer queu+ = Ru siu est un vecteur dB? ou deR?. [Distinguer les cas: = 0 etu # 0.]
Exercice 33 :Montrer que{u, v}*++ = Ru + Ruv siu, v sont des vecteurs d&’ ou deR?.

Exercice 34 :Montrer quell = U+ si U est une droite vectorielle d&* ou deR?, ou un plan vectoriel d&3.
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1.8 Droites et plans affines

Définition : Si ug, v sont des vecteurs d& etv est non nul, on dit qu® = ug + Rv = {ug + v | A € R} est
la droite affine passant par, et paralléle av. On dit aussi que la droite vectorielky est ladirection deD.

Remarque : C’est une droite au sens habituel, mais ici, on identifie lHeugru, avec le pointP tel queu = OP,
dont lescoordonnéesont d’ailleurs lecomposantedew. On peut remplacer, par n'importe quel vecteur dB,
etv par n'importe quel vecteur non nul @ . De tels vecteurs définissent aystéme paramétriqumur D.

= 143\,
= 244\

Remarque : On obtient un systeme cartésien pdra partir d'un systéme cartésien pour la directidn en
remplacant le membre droit de chaque équation (qui est aulpp/aleur du membre gauche en

Exemple :Pour la droiteD ci-dessus, I'équation cartésienneRleestdz — 3y = 0 et celle deD estdx — 3y = —2.
Remarque :La droiteD = u + Rov est aussi la droite passant paretu; = ug + v.

Exercice 35 :Etablir uncritére d’alignemenpour trois points d&? (respectivement di?).

Exercice 36 :Ecrire un systéme paramétrique et une équation cartégpenmda droite passant pét, 2) et (4, 7).
Exercice 37 :Montrer que la droite passant paetv est I'ensemblé® = {\u+ pv | \, p € R, A+ =1},

Exemple :Siug = (1,2) etv = 37+ 47, la droiteD est définie par le systéme paramétric{u%

Définition : Siug, v, w sont des vecteurs d&” etwv, w ne sont pas colinéaires, on dit qlie= vy + Rv + Rw est
le plan affine passant par, et paralléle v, w. On dit aussi que le plan vectorigb + Rw est ladirection deP.

Exercice 38 :Ecrire un systéme paramétrique et une équation cartésjgmunele plan passant par les points
(1,2,3),(4,5,7),(1,1,1).

Exercice 39 :Trouver un point et une base de la direction vectorielle g@gpus-espace affine défini par chacun
des systémes suivants

r+y+z=1

20+ 3y =1, 20+ 3y +4z =1, {2x+3y+4z3

Exercice 40 :Donner un systeme d’équation cartésiennes pour chacumdssspaces affines suivants :
(1,0) + R(2, 3), (1,0,0) + R(2,3,4), (1,0,0) + R(2,3,4) + R(1,1,1).

Exercice 41 :Déterminer l'intersection du plan d'équatien— 3y + 5z = 1 et de la droite d’équationss* =
y+l _ 1

—5 =z+ 1

Exercice 42 :Trouver l'intersection du plan passant par les trois paint3, 1,4), (0,—1,1) et(—1,0,1) avec le
plan d’équation: + y + 2z = 3.



S. Lazzarini - UE21 (math2)- 2012/2013 7

2 Liens avec la géométrie

2.1 Equation d’un cercle ou d’une sphére

Définition : La distanceentre deux points, v € RP estd(u,v) = ||lu — v||.
Siug est un point du plaiR?, le cercle de centre et de rayorp > 0 est donc :

C = {ue R |d(u,ug) = p} = {u € B | Ju— |’ = p*}.

Sion poseuy = (zo,y0) €tu = (z,y), on obtient ainsi Equation cartésienng: — z0)? + (y — y0)? = p°.
Exemple : Le cercle de centre, = (1,0) et de rayor2 a pour équatiofix — 1)2 + y? = 4, soitz? +y? — 2z = 3.

Exercice 43 :A quelle condition sur les coefficienisb, ¢ I'équation cartésienne? + 42+ ax + by = c définit-elle
un cercle dan®? ? Quels sont alors le centre et le rayon de ce cercle ?

Exercice 44 :Quelle est I'’équation cartésienne de la sphére de ceptte (xo, yo, z0) et de rayorp ?

Exercice 45 :Montrer que le cercle de centtg et de rayorp estC = {ug + pvg | & € [0,2x[} ou on pose
vp = (cos 0, sin §). En déduire usystéme paramétriqueurC. [Tout vecteur unitaire d&? est de la formey, ]

Exercice 46 :Montrer que la sphére de centig et de rayorp estS = {ug + pvg,, | 0 € [0,27[, € [0, 7]}
ou on posey ., = (cos fsin g, sin §sin ¢, cos ). En déduire ursysteme paramétriqumurS. Un autre systéme
plus utilisé en physique est donné pgr, = (sin 6 cos p, sin f sin p, cos ) avect € [0, 7] ety € [0, 2],

Exercice 47 :A partir des propriétés de la norme euclidienne, montréesele la distance euclidienne :

d(v,u) = d(u,v), d(u, w) < d(u,v) + d(v, w), d(u,v) = 0 si et seulement si = v.

2.2 Projections orthogonales

Théoréme 1 :Siu est un vecteur non nul d&?, alors tout vecteur de de R” se décompose de fagon unique en
v=1+v" avecv’ € Ruetv” € ut.
Dans ce cas, ond = Au etu-v = u-v' +u-v" avecu - v’ = Au-u = A|ul|* etu-v” = 0, d’oll les formules :

v = A, U-v
1 avec\ = .
v = v — A, HUH2

Réciproquement, ceci donne bien une décompositien’ + v” avecy’ € Ru etv” € u*. C.Q.F.D.
Remarque : Dans le plarR?, 'ensembleu est une droite vectorielle. Dans I'espa¥ c’est un plan vectoriel.
Définition : On dit que les vecteurg etv” sont lesprojetés orthogonausev respectivement stRu et suru'.

Remarque : Si on notew le symétrique de par rapport a la droit®u, alors le projeté’ dewv surRu est le milieu
dev etw : autrement ditp’ = 3 (v + w), d'oliw = 2v — v. Si P est la matrice de la projection orthogonale sur
la droiteRw, alors la matrice de la symétrie orthogonale par rapportadae Ru est doncS = 2P — I,,.

Exercice 48 :Soitu = (a, b) un vecteur non nul d&2. Calculer la matrice de la projection orthogonale sur I'axe
Ru, puis celle de la symétrie orthogonale par rapport a IlRxeMéme question pour = (a, b, c) € R?

Exercice 49 :Montrer que si/’ etv” sont les projetés orthogonaux deespectivement siku et suru’, on a :

|u- vl | det(u, v)| [[uAof

[[ul [l
[Dans le planiR?, exprimerju - v| et| det(u, v)| en fonction dé|v’|| et||v”||. Utiliser le fait que|u - v| = |Ju|||v]| si
et seulement si etv sont colinéaires, et le fait quelet(u, v)| = ||u||||v| si et seulement si ils sont orthogonaux.

Remarque : ||v'|| est aussi la distance entre le poingt la droite vectorielle ou le plan vectoriet. De méme,
|[v"] est la distance entre le poinet la droite vectoriell®w.

Définition : L' angled entre les vecteurs etv est déterminé par les formules suivantes :

||| = [v"]| = (dans le plariR?), [v"]| = (dans I'espac®&?).

lull

LR i . uAv ,
o]’ sing = Tallel (dansle plaR?),  sinf = |||u”||v|” (dans I'espac&?).

cosf =

Remarque : Dans I'espacéR?, on a toujoursin @ > 0 car cet angle eston orienté: autrement ditg € [0, 7).
Dans ce cas, on peut aussi retrouver le sinus a partir duussim § = /1 — cos? 6.
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2.3 Equation d’un cylindre

Pour calculer la distance entre un paingét une droite ou un plan affine passant par un painon se ramene au
cas vectoriel en appliquant la translation de vecteus. Ainsi, dans I'espac®&?, la distance entre le pointet la
droite paralléle au vectewrpassant par le poini, est :

lx = wo) Aol

d(u, ug + Rv) = d(u — ug, Rv) = ol

Le cyclindre de rayom > 0 dont I'axe est la droite parallélewdpassant pat, est donc :
C={ueR®|d(u,uo +Ro) = p} = {u € R | [[(u— uo) Avl|* = p*[[0]*}.

Exemple : Pourug = (0,0,2), v = (1,1,0), etp = 3, on obtient 'équation cartésienne suivante :

2
+

2
+

2
v 1 =18, soit % +y? 4222 — 22y — 82 = 10.

z—2 0

rz 1
y 1

Y 1
z—2 0

Exercice 50 :Calculer I'équation de I'intersection de ce cylindre aveplan d’équatiory = 0, et donner l'inter-
prétation géométrique de cette intersection. Méme queptar I'intersection avec le plan d’équatien= 0.
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3 Applications linéaires et matrices

3.1 Applications linéaires

Définition : Une applicationf : R? — RY est diteadditivesi on af (u +v) = f(u) + f(v) pour toutu, v € RP.

Exercice 51 :Montrer que sif : R? — R? est additive, alors on A(0) = 0 et f(—u) = — f(u) pour toutu € R?.
En déduire qu'on & (Au) = Af(u) pour touth € Q. [Commencer par le cas € N.]

Définition : Une applicationf : R? — R? est ditelinéaire si elle satisfait les deux identités suivantes :
flu+v) = f(u)+ f(v) pour toutu, v € RP, f(Au) = Af(u) pour touth € R etu € RP.

Exercice 52 :Montrer que lapplication nulle0 : R? — R? définie par0(u) = 0 est linéaire, de méme que
I'identitéid : R? — RP définie parid(u) = v et lescomposante; : R? — R définies pag;(z1, ..., z,) = ;.

Exercice 53 :Montrer que sif, g : R? — R? sont linéaires, alorg + g est linéaire, ainsi qu&f pour touth € R.
Exercice 54 :Montrer que sif : RP — R?etg : R — R” sont linéaires, alorgo f : R? — R" est linéaire.

Exercice 55 :Montrer que pour tout € R, I'applicationf : R — R définie parf(x) = ax est linéaire, et que
toute application linéairg¢ : R — R est de cette forme.

Remarque :L'application f : R — R définie parf(z) = ax + b est diteaffine Pourb # 0, elle n’est pas linéaire.
Attention : lesfonctions linéairesles physiciens, par exemple, sont en fait des applicatitines

Exercice 56 :Montrer que pour tout, b € R, I'applicationf : R — R? définie parf(z) = (ax, bz) est linéaire,
et que toute application linéaie: R — R? est de cette forme.

Exercice 57 :Montrer que pour tout, b € R, 'applicationf : R? — R définie parf(z,y) = ax + by est linéaire,
et que toute application linéaire: R? — R est de cette formeUtiliser la base canoniqug 7]

Définition : L' imaged’une application linéairg : R? — R? est 'ensemblém f = f(R?) = {f(u) | u € RP},
et sonnoyauest 'ensembléer f = f~1{0} = {u € R? | f(u) = 0}.

Exercice 58 :Montrer que toute droite vectorielle @& est I'image d’'une application linéairg: R — R? et le
noyau d’une application linéairg: R? — R.

Exercice 59 :Monter gu’une application linéairg : R? — R? est injective si et seulement si orker f = {0}.

3.2 Matrices carrées d'ordre 2

d

On montre comme ci-dessus que I'applicatjfonR? — R? définie parf(z,y) = (ax + by, cx + dy) est linéaire,
et que toute application linéaie: R — R? est de cette forme.

Définition : Unematrice carrée d’ordre 2st un tableau de la formé = (i b) .

Définition : On dit quef estl'application linéaire de matriced, ou queA estla matrice def.

Remarque : D’une part, les colonnes de la matridecorrespondent aux vecteuf$r) = (a,c) et f(7) = (b,d).
D’autre part, si on poser’,y') = f(x,y), alorsz’ ety’ s’expriment au moyen du systéme linéaire suivant :

' = ax + by,
Yy = cx +dy.

Exercice 60 :Dans chacun des cas suivants, donner la matrice de I'applidnéaire f et dessiner les vecteurs
@) etf():

— symétrie de centr® : f(x,y) = (—x,—vy);

— homothétie de rappoy et de centre : f(z,y) = (px, py) ;

symeétrie orthogonale d'ax@7’: f(z,y) = (x, —y);

projection orthogonale sur I'ax®7”: f(x,y) = (z,0);

affinité orthogonale de rappoyptet d'axeO7’: f(z,y) = (z, py);

rotation d’angled et de centré) : f(z,y) = (zcos€ — ysinf, zsin 6 + ycosb) ;

similitude de rapporp, d’angled, et de centre : f(z,y) = (px cos — pysin b, px sin 6 + py cos ).
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Remarque : Pouru # 0, latranslation de vecteur n’est pas linéaire. Il en va de méme pour toute transformatio
du plan qui ne préserve pas l'origifke: par exemple, la symétrie de cené # O.
Exercice 61 :Donner une interprétation géométrique des matrices casufieantes :

1 0 10 0 —1 0 -1 /2 1/2 V2/2  —/2/2 /2 —/3/2
0o —-1)> \o o)” \1t o) \-1 o) \1/2 1/2)" \v2/2 ~v2/2 ) \V3/2 1/2 )°
3.3 Opérations sur les matrices carrées d’ordre 2
Notation : On posed = (8 8) etl = ((1) (1))

Exercice 62 :Dans la base canonique, quelles sont les applicationsriasé@ssociées a ces matrices ?

Définition : LasommeA + B de deux matrices carrées d’ordre 2 est la matricé-€e ou f, g sont les applications
linéaires de matrices respectivé®t B. De méme, sh € R, le produit A A est la matrice da f.

Exercice 63 :Comment calcule-t-on la somme+ B et le produith A ?
Remarque : Ces opérations sont formellement les mémes que cellesaini les vecteurs @&'. En particulier,

elles vérifient les identités suivantes :
(A+B)+C=A+(B+C0C), A+0=4, A+B=DB+A,
Apd) = OA, 1A=A, A+p) A= A+pA, 0A=0, MA+B)=XIA+AB, X0=0.
On écrit—A pour(—1)A etA — B pourA + (—B), de sorte quel — A = 0.
Exercice 64 :Exprimerz” ety” en fonction der ety sachant que :

' = ax + by, " =da + vy,
Y = cx + dy, y' =o' +dy.

/ /
En déduire lamatrice df o f ou f, f’ sontles applications linéaires de matrices- (Z Z) etA’ = (Z, Z,)

Définition : La matrice ci-dessus est figoduit A’ A.
Remarque : Pour calculerd’ 4, il suffit de placerd en haut a droite dd’, et de faire le produitgne par colonne

a b
c d
a v\ (7 7
d dJ\? 7
Exercice 65 :Calculer les produits suivants :
a 0\ [c O 1 a) (1 b a —b\ [(c —d cosyp —sing) [cosy —siny
0 b)\0 d)° 0 1)\0 1)’ b a d c )’ sing  cosg siny  cosv )’
. . 1 0 0 1 .
Exercice 66 :SoientP = ( ) etN = ( > Calculer les produit® P, PN, NP, et NN.

0 0 0 0
Exercice 67 :CalculerAl etIA, puisA0 et0A. Si AB = 0, peut-on en déduire qué=00ouB =07

Exercice 68 :Montrer que le produit des matrices n’est pasnmutatif: on n’a pas nécessairemetB = BA.
Définition : Si AB = BA, on dit queA commute ave®, ou queA et B commutent
Exercice 69 :Quelles sont les matrices qui commutent avec toutes lessRifptiliser les matrices” et V.]

Exercice 70 :Montrer que le produit des matrices associatif: (AB)C' = A(BC).

Remarque : On omet les parenthéses inutiles. Par exemple, on éctitB + C pour la sommed + (B + (),
ABC pour le produitd(BC'), etAB + C'D pour la sommgAB) + (CD).

Notation : On définitA™ par récurrence sur € N en posanti® = T et A”+! = A" A. Autrement dit :

AC =1, Al = A, A2 =AA, A3 = AAA, .., A" = A... A (nfois).

) )
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Exercice 71 :ExprimerA™+" et A™" en fonction deA™ et/ou deA™. Montrer queA™ commute avecl”.

Exercice 72 :Montrer que le produit des matrices bsinéaire:
(A+ B)C = AC + BC, A(B+C)=AB+ AC, (AM)B = A(AB) = A(\B).
Exercice 73 :A quelle condition surd et B a-t-on les identités remarquables suivantes :

(A+B)?=A?+B?*+24B? (A+B)(A—B)=A%>-B??

3.4 Matrices aq lignes etp colonnes
al1 e aLp

Définition : Unematrice agq lignes etp colonnegp, ¢ > 1) est un tableau de la formé =

a 1 PR a
q, q,p
En particulier, unenatrice carrée d’ordrey est une matrice alignes etp colonnes.

Remarque : Les indices etj sont respectivement le numéro de ligne et le numéro de celduooefficients; ;.
Dans le cas particulier op= ¢ = 1, on identifie la matricel avec son unique coefficient ;.
L'application f : R? — RY définie parf(z1,...,2p) = (@111 + -+ 4+ @1,pTps - - -, Qg1%1 + -+ - + ag pTp) €St
linéaire, et on montre aisément que toute application lieéa: R? — RY est de cette forme.
Définition : On dit quef estl'application linéaire de matriced, ou queA estla matrice def.

ay
Définition : Siu = (a1, ...,a,) € RP, alors samatrice colonnest | : | et samatrice ligneest(a; --- a,).
ap
Exercice 74 :Montrer que la premiére est en fait la matrice de I'appl@matinéaireu, : R — R? définie par
u.(x) = zu, et que la seconde est celle de I'application linéaire R? — R définie paru*(v) = u - v (produit
scalaire!).
Remarque : Toute application linéair¢ : R — R? est donc de la forme.. Souvent, on identifie., avec le
vecteuru = u.(1) : on parle alors de lanatrice deu plutét que de lanatrice colonne de.. De méme, toute

application linéairgy : R? — R a valeurs scalaires est de la formae Une telle application s’appelle aussi une
forme linéaire suiR?.

On a vu gque la matrice d’une application linéafreR? — R? s’obtient en juxtaposant les deux matrices colonnes
des vecteurg (2) et f(7). Il existe une régle analogue pour la matrice d’'une apptiodinéairef : RP — R9.

Exercice 75 :Pour chacune des applications linéaires suivafite®3 — R3, écrire les matrices colonnes des
vecteursf(7), f(7), f(k), en déduire la matrice dget le systéme linéaire correspondasymétrie de centr® ;
homothétie de rapport et de centreD ; symétrie orthogonale par rapport au pla; projection orthogonale
sur le planOz7; affinité orthogonale de rapport par rapport au planOzy; symétrie orthogonale d’ axok ;
projection orthogonale sur I ax®k ; rotation d’ angled et d’ axeOk (respectivement d’ax@7 ou d’axe0)).
Remarque : Pour les rotations, il faut tenir compte deiffentation de I'axgrégle du tournevis

Exercice 76 :Siu = (a, b) est un vecteur fixé d&?, déterminer la matrice de I'application linéaifg : R> — R
définie parf,, (v) = det(u,v).

Exercice 77 :Siu = (a, b, ¢) est un vecteur fixé d&?, déterminer la matrice de I'application linéaifg : R3 —

R3 définie parf,(v) = u A v.

Notation : On note0, , la matrice de kapplication nulle0 : R? — R? définie par0(u) = 0 etI, la matrice de
I'identitéid : R? — RP définie parid(u) = u. Par exemple,on a:
0 0 100
032=10 0], I3=10 1 0
0 0 0 0 1

Dans le cas ol il n’y a pas d’ambiguité sur le nombre de lignedeocolonnes, on éci@t pour0,, , etI pourl,,.

Les opérations introduites dans le cas des matrices cati@relse 2 s'étendent de facon évidente aux matrices de
type quelconque, mais elles ne sont pas définies dans tocades
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Exercice 78 :Pour quels types de matrices la somsme B est-elle définie ? Méme question pour le produit.

Les propriétés de ces opérations sont essentiellemenéi@esjue celles établies dans le cas des matrices carrées
d’ordre 2. En particulier,on a:

A4+0,, =A, Al, = A, ILA=A, A0q, = 0g p, 0,pA =0g,.

Exercice 79 :Quel est le type de la matricé dans chacune de ces régles ?
i 4 fa b
Remarque : Si A = (C d

vecteuru € R?, alorsAX est la matrice colonne du vectefifu). En pratique, on a le calcul suivant pof(u) :
()
Y
a b\ [ax+by
c d)\cxr+dy

Il'y a une formule analogue pour une matri¢@le type quelconque.
Exercice 80 :On considére les trois matrices

) est la matrice de I'application linéaire : R? — R2 et X = (5) est celle du

11 0 12
A<§ 3 _11) B=(21 -1| c=[3 1
3 1 5 -1 4

CalculerA(BC') et(AB)C'. Que dire des résultats et quelle propriété généralerdusit exemple ?
Exercice 81 :Reprendre I'exercice précédent avec

11
2 1 -1 1
a=( ) m={2 o) c=(}).
3.1 2 5 1 3

Exercice 82 :Donner une interprétation géométrique des matrices cad'éedre trois suivantes :

~1 0 0 -1 0 0 10 0 00 1 cosf —sing 0
0 -1 o|,l0o =1 o0],l0o1 o],|1 0 o, [sin0 cosé o0
0 0 -1 0 0 1 00 -1 010 0 0 1



S. Lazzarini - UE21 (math2)- 2012/2013 13

4 Déterminant et inversion d’'une matrice

4.1 Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 2

Définition : Le déterminant de I'application linéair¢ : R? — R? estdet f = det(f(2), f(7)).

Remarque :det f est I'aire algébrique d’'un parallélogramme, a savoir I'gagarf du carré unité.
Exercice 83 :Calculer le déterminant dg: R? — R? dans chacun des cas suivanggmétrie centralghomothé-
tie, symétrie orthogonale axial@rojection orthogonale axialaffinité orthogonale axialgotation, similitude

Exercice 84 :Montrer que I'applicatiord définie pam (u,v) = det(f(u), f(v)) est une forme bilinéaire alternée.
En déduire la formule suivante :

det(f(u), f(v)) = (det f) det(u, v).

Remarque : Cette formule exprime le fait quit f est lefacteur de changement d’aire algébrique fiePar suite,
| det f| est lefacteur de changement d’aire dfe A priori, il s’agit de I'aire d’'un parallélogramme, mais éat,
cela vaut pour une forme quelconque : polygone, ellipse utie a

Exercice 85 :Si f, g : R? — R? sont des applications linéaires, exprinet(g o f) en fonction delet f etdet g.

Définition : Le déterminant de la matricél est celui de I'application linéaire de matrige Autrement dit :

b

. a b a
SIA—(C d) anrsdetA_‘C d

‘:ad—bc.

Exercice 86 :Calculerdet I et exprimerdet AB en fonction delet A etdet B. [Utiliser I'exercice précédertt.
Exercice 87 :Exprimerdet(AA) en fonction de\ etdet A.

Exercice 88 :Montrer qu’en général, on ne peut pas expriaer(A + B) comme une fonction déet A etdet B.
[Considérerlecast = B=1,puisA=1etB = —1]

4.2 Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 3

Définition : Le déterminanti’une application linéairg : R® — R3 estdet f = det(f(?), f(7), f(K)).
Remarque :det f est le volume algébrique d’un parallélépipede, a savandge parf du cube unité.

On montre également la formule suivante :

det(f(u), f(v), f(w)) = (det f) det(u, v, w).

Autrement ditdet f est lefacteur de changement de volume algébriqug dBar suite| det f| est lefacteur de
changement de volume de A priori, il s’agit du volume d’un parallélépipéde, mais fait, cela vaut pour une
forme quelconque : polyhédre, ellipsoide, ou autre.

Exercice 89 :Calculer le déterminant d¢ : R? — R? dans chacun des cas suivansymétrie centraleghomo-
thétig symétrie orthogonale planprojection orthogonale planeffinité orthogonale planesymétrie orthogonale
axiale projection orthogonale axialeotation.

Enfin, on définit le déterminant d’une matrice carrée d’oBdile sorte que le déterminant d’'une application linéaire
f:R3 — R? est celui de sa matrice :

a a/ al/ a al al/
siA=1|b bV b'] alorsdetA=1|b bV b"|.
c C/ cl/ c cl cl/

Exercice 90 :Calculerdet I5 et exprimerdet AB en fonction delet A etdet B.

Exercice 91 :Exprimerdet(AA) en fonction de\ etdet A. Comparer avec I'exercie 87.
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4.3 Inverse d'une matrice carrée

Définition : Si AB = I,,, on dit queB est uninverse a droitede A, et queA est uninverse a gauchde B. On dit
aussi qued estinversible a droiteet queB estinversible a gauche

Exercice 92 :La matricel, est-elle inversible & droite ? & gauche ? Mémes questiondgmatrice0,, ,.
Exercice 93 :Soit A = (a b) une matrice ligne. Quels sont ses inverses a droite ? a gauche

Exercice 94 :Montrer que sid est une matrice carrée d’ordpenversible a droite ou a gauche, alaks A # 0.
Exercice 95 :Montrer que sAC = BC et est inversible & droite, alot$ = B (simplification & droit¢.
Remarque :De méme, siB = AC et A est inversible a gauche, alaBs= C (simplification a gauche
Exercice 96 :Montrer que siB est un inverse a droite dé et C' est un inverse & gauche dealorsB = C.

On considére maintenant le cas d’une matricearrée d'ordre.

Définition : On dit queB est uninversede A si B est a la fois un inverse a droite et un inverse a gauché,de
c’est-a-dire siB est une matrice carrée d’'ordseelle queAB = I, = BA. On dit alors qued estinversible

Exercice 97 :Montrer que siA est inversible, alors il existe un unique inverseAjaui est aussi I'unique inverse
a droite ded et I'unique inverse a gauche de

Notation : On note alorsA~—! cet unique inverse, et plus généralement, on pbse = (A~1)" pour toutn € N.
Remarque : A~! est inversible, et son inverse ekt

Exercice 98 :Montrer que sid et B sont des matrices carrées d'orgrmversibles, alorsi B est aussi inversible.
Quel est son inverse ?

Exercice 99 :Montrer que siA est inversible, alorgl™ est aussi inversible pour toute Z. Quel est son inverse ?
[Commencer par le cas € N.]

: 1 _ A .
Remarque : On n'écrit pasZ pourA~1, ni surtoutE pour AB~!. Pourquoi?

4.4 |nverse d’'une matrice carrée d'ordre 2
SoitA = ((Cl Z) et posonsdf = < d

—C
Exercice 100 :CalculerA® etdet A*. Dans quel cas a-t-oA = Af?

Exercice 101 :CalculerAA* et A* A. En déduire que slet A # 0, alorsA est inversible, et dans ce cas, exprimer
A~"! en fonction ded? (formule de I'inversk En déduire le théoréme ci-dessous :

Théoreme 2 :Pour toute matricel carrée d'ordre, les propriétés suivantes sont équivalentes :

ab> . [La notation standard e<tl.]

1. Aestinversible; 2. A estinversible adroite; 3. A estinversible a gauche; 4. det A # 0.

Remarque : Dans ce cas, on ne parlera plus d'inverse a droite ou d’'ievegauche, mais seulement d’inverse.

Exercice 102 :Inverser la matriced = (1 2) et vérifier qu'on a bieMA=—! =1 = A" A,

3 4
Exercice 103 :Inverser les matrices suivantes :

a 0 1 a a —b cosf) —sinf

0 b)’ 0o 1)’ b a )’ sinf  cosf )’
Exercice 104 :Donner un exemple de matrice carrée non nulle, mais nonsiler
Exercice 105 :Dans le cas ol est inversible, exprimetet A~! en fonction delet A.

Exercice 106 :Montrer que sid et B sont deux matrices carrées d'ordre 2 telles Gue AB est inversible, alors
A et B sont aussi inversibles. Dans ce cas, expririet et B~! en fonction ded, B, etC 1.

Exercice 107 :Montrer qu’'une application linéair¢ : R? — R? telle quedet f = 0 n’est ni surjective, ni
injective. [Considérer I'image et le noyau de] En déduire le théoréme ci-dessous :

Théoréme 3 :Pour toute application linéairg: R? — R2, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est bijective; 2. f estsurjective; 3. f estinjective; 4. det f #0.

Dans ce cas, 'application réciproqyie® est linéaire et sa matrice est I'inverse de cellgfde

Remarque : Ces théoremes s’étendent au cas d’'une matrice carrée @jpatra celui d’'une application linéaire
f:R? — RP, De plus, il existe une formule pour I'inverse d’'une matrieerée d’ordre (formule de Cramex
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4.5 Méthode du pivot de Gauss

Définition ; Une matrice carrée d’ordre 2 est déEmentairesi elle est de I'une des formes suivantes :

A0 1 0 1 A 1 0 0 1
(0 1) avec\ # 0, (0 )\) avec) # 0, (0 1), ()\ 1), (1 0).

En particulier, la matricé est élémentaire.

Remarque : Si E est une matrice élémentaire£tune matrice a 2 lignes, on calcule le prodiitt en appliquant
une depérations élémentairesiivantes :

— multiplier la premiéere ou la seconde ligne dgpar un scalaire non nul;

— ajouter un multiple de la seconde ligne dié la premiére, ou réciproquement;

— échanger les deux lignes de

Exercice 108 :Montrer que chaque matrice élémentaire est inversible@squ inverse est une matrice élémen-
taire.

Remarque : Cela signifie que les opérations élémentaires séversibles De plus, en appliquant une opération
élémentaire a une matrice inversible, on obtient encorenatece inversible.

Exercice 109 :Montrer que siA est une matrice carrée d’ordre 2 inversible, alors on petetotd en appliquant

4 opérations élémentaires successives a la matriéan déduire quel est le produit de 4 matrices élémentaires.
Exercice 110 :Montrer que si on applique la méme suite d’opérations éléames aux matricesl etl, et si on
obtient les matriceket B, alorsB est I'inverse ded.

Remarque : C’est une méthode alternative pour inverser une matricéeakes deux matrices sont nécessaires :
c’est la premiére qui détermine la suite d’opérations éléaiees, mais c’est la seconde qui donne le résultat final.
En fait, toute suite d’opérations élémentaires est licitajs en pratique, on cherche toujours celle qui donne les
calculs les plus courts ou les plus simples.

Exercice 111 :Inverser la matriced = (; i) par cette méthode.

Exercice 112 :Montrer que cette méthode permet aussi de calculer le digiznin

Définition : Uneopération élémentaire sur une matrigede type quelconque consiste a multiplier une lignelde
par un scalaire non nul, a ajouter un multiple d’une ligneideune autre, ou a échanger deux ligneside

La méthode d’inversion présentée ci-dessus s'étend aukcemtarrées d’ordre: on part des matriced etI,,
et on arrive d, et A~! par une suite d’opérations élémentaires. C'estéahode du pivot de Gauss

0 1 2
Exercice 113 :Inverser la matriced = | 3 4 3 | par cette méthode et vérifier quondd—! = I3 = A~ A.
2 10

Remarque : Quelle que soit la méthode utilisée(mule de Crameou pivot de Gauss une vérification s'impose,
mais en pratique, il suffit de vérifietA~! = I3 (ouA~!'A = I3). Pourquoi?

Exercice 114 :Montrer que sid est une matrice carrée d’ordre 3 inversible, alors on petgtid; en appliquant
9 opérations élémentaires successives a la matriéa déduire quel est le produit de 9 matrices élémentaires.

Un systeme linéaire peut étre considéré comme une équatia@ckeux matrices colonnes. Par exemple, le systéme
x+2y=2a, , . Y & [z , (7

Ilnea|re{3$+4y — s'écritaussidX = X' ouA = 3 4 , X = Y etX’ = )

Exercice 115 :Exprimer la solutionX en fonction ded~! et X”.

La méthode du pivot de Gauss est aussi une méthode de réaales systemes linéaires.

y+2z = 2,
Exercice 116 :Exprimerz, y, z en fonction der’, /', 2’ sachant que 3x + 4y + 3z = ¢/,
2x+vy = 2.

Remarque : Pour inverser une matrice, il suffit donc de résoudre le systBnéaire associé. Autrement dit,
l'inversion d’une matrice est un cas particulier de rédolut’'un systéme linéaire

Exercice 117 :Inverser les matrices suivantes (on calculera le détemhite chacune des matrices et de leurs
inverses) :

a 0 0 1 a b a —=b 0 1 3 1 1 1 1
0O b 0,0 1 ¢],|b a O}),(0 -1 1], 1 2 3
0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 ¢ 2 5 1 -1 2 3
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5 Diagonalisation et changement de base

5.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition : On dit que le scalaire est unevaleur propre de I'application linéairg : R? — RP? s'il existe un
vecteuru # 0 tel quef(u) = Au. Un telu s’appelle urvecteur propre dg¢' associé a la valeur propra.

Exercice 118 :Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres:de? — R? dans les cas suivantsymeétrie
centrale homothétie de rappoyt, symétrie orthogonalgrojection orthogonalgaffinité orthogonale de rappog,
rotation d’angled.

Remarque : Le scalaire 0 est une valeur propre flsi et seulement si laoyauker f = {u € R? | f(u) = 0}
contient des vecteurs non nuls, c’est-a-dirg siest pas injective, autrement dit,&it f = 0.

Exercice 119 :Montrer que le scalairg est unevaleur proprede f si et seulement si ondet(f — Aid) = 0.

Les valeurs propres désont donc les racines du polynémeléfini parl’(\) = det(f — Aid). C’est un polynéme
de degré, appelépolyndme caractéristique dé

Lesvaleurs propreslesvecteurs proprest le polyndme caractéristiqué’une matrice carréd sont celles et ceux
de I'application linéairef de matriceA. En particulier, le polyndme caractéristique d@stl’(\) = det(A — AI).
Remarque : Dans le cas op = 2, on doit résoudre une équation du second degré. Selon lg¢ gasjeux valeurs
propres réelles, ou une seule valeur propre réelle, ou au@leur propre réelle. Pour trouver les vecteurs propres
associés, on résout un systeme linéaire.

Exercice 120 :Quelles sont les valeurs propres réelles des matricessgas/a

Dans chaque cas, on donnera les vecteurs propres et un@étadion géométrique.

<10> (01) <01) (%
0 2) 1 0) -1 0) 1
2
a 0

0 b

= N

Remarque : Si la matriceA estdiagonale c’est-a-dire de la form{ ) , alors ses valeurs propres sargt b.

Exercice 121 :Soit A = <a b
c d

1. Exprimerla somme + . et le produith\ en fonction des coefficients b, ¢, d.
2. Montrer que silet A < 0, alorsA a deux valeurs propres réelles de signes opposeés.
3. Montrer que sb etc ont le méme signe, alor$ a deux valeurs propres réelles distinctes.

>. On note\ et les racines du polyndme caractéristiquede

5.2 Diagonalisation en dimension 2

Définition : UnebasedeR? est la donnée de 2 vecteursv non colinéaires. Autrement ditet (u, v) # 0.

Exercice 122 :Montrer que, dans ce cas, pour taut R?, il existe un uniquéz,y) € R? tel quew = zu + y.
[Un systéme linéaire a 2 équations et 2 inconnues dont lemé@iant est non nul a une solution uniqgue.

Remarque : Siu, v est une base di?, alors toute application linéairg: R? — R? est de la forme suivante :

flazu +yv) = (ax + by)u + (cx + dy)v, OUa,b, ¢, d sontdonnés paru + cv = f(u) etbu + dv = f(v).

Définition : Dans ce cas, on dit qu(accl Z) est lamatrice def dans la basex, v.

Définition : Soit f : R? — R? I'application linéaire de matricé dans la base canonique. On dit gtifou A) est
diagonalisables’il existe une base de vecteurs propregdautrement dit, s'il existe une base telle que la matrice
de f dans cette base est diagonale. En particulier, un matréggdale est diagonalisable.

Exercice 123 :Montrer que sif : R? — R? a deux valeurs propres réelles distinctes, alors elle agbdialisable.
[Choisir un vecteur propre pour chaque valeur propre, puisitrer que ces deux vecteurs forment une Hase.

Exercice 124 :Réciproquement, montrer que si une matrice carrée d'ordst giagonalisable eion diagonale
alors elle a deux valeurs propres réelles distinctes.
2 1
-1 0)°

Exercice 125 :Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont diagobédisa

b2 G2 6D 2

Le cas échéant, on donnera une base de vecteurs propres.
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5.3 Changement de base

Définition : A une base:, v deR?, on associe lanatrice de passag#ont les colonnes sont les matrices respectives
dew etv dans la base canonique.

Exemple :Siu =7+ Jetv = 7— 7, alorsP = G _11)

Par définition, la matric&’ est toujours inversible. De plus, elle permefdsser d'une base a l'autre
1. siX estla matrice colonne de dans la base, v, alors la matrice da dans la base canonique é3X ;
2. si X estla matrice colonne de dans la base canonique, alors la matricevdéans la base, v estP~1 X.
Elle permet aussi de calculer la matrice d’une applicaiiogdire f dans la base, v a partir de sa matricd dans
la base canonique. Pour cela, on considére la matrice eol¥rdiun vecteunw dans la base, v :
1. la matrice dev dans la base canonique €3X ;
2. celle def (w) dans la base canonique est dohE X ;
3. celle def(w) dans la base, v est donc”?'APX ;
On en déduit que la matrice dedans la base, v estP~'AP.
Exercice 126 :Soit f I'application linéaire de matricd dans la base canonique. Dans chacun des cas suivants :

4= 4= 0) 4= () A= (D) =B D) A= 1)

calculer la matriced’ de f la baseu, v, olu =7+ Jetv = 7— 7.
Exercice 127 :Si B est la matrice d¢ dans la base, v, quelle est la matrice d¢ dans la base canonique ?
Exercice 128 :Si B = P~'AP etn ¢ 7Z, exprimerB" en fonction ded™ et A” en fonction deB™.

Exercice 129 :Montrer que siB = P~'AP, alors les matriced et B ontle méme déterminant, le méme polynéme
caractéristique, et les mémes valeurs propévelopperP (A — \I)P.]

Exercice 130 :Si A = (Z Z) on pos€lr A = a + d, (la somme des éléments diagonaux). Montrer que
Tr(AB) = Tr(BA).

Exercice 131 :Si A’ = P~ AP on dit queA et A’ sont des matricesemblablesEn déduire qudr A = Tr A’
(la trace est un invariant sous changement de base).

Exercice 132 :Montrer que I'on a la relation (Cayley-HamiltoR) A) = A% —(Tr A) A+det AT = 0, (la matrice
est “solution” de son polyndme caractéristique). Vérifiette relation sur les matrices

3 @)

Exercice 133 :Si A est inversible, donner a partir @A) I'expression générale de la matrice inverse'.

Exercice 134 :Suite de Fibonacci. Sur une ile déserte, on introduit I'année 0 un couple de fagin donnera
naissance apres un an d’existence a un autre couple de jaj@iasju’'un couple de lapins est mature, il donne
naissance chaque année a un autre couple de lapins : Comamrécl’évolution théorique de cette population
U, de lapins qui satisfait aux conditiong = U; = 1 et & la récurrencd/,, 1> = U, + Up+1, n € N? Cette
question qu’on appellerait aujourd’hui “expérience deggai, a été traitée par le mathématicien italien Léonard
de Pise, dit Fibonacci, au Xlléme siecle. Mettons en évidémcommodité de I'outil vectoriel introduit jusqu’ici
en remplacant un probléme a deux “entrées” par un probléigerétlire plus simple. On forme la matrice colonne

Vo = Un '\ et on introduit la matricel = (0 D La récurrence s’écrit,, .1 = AV,,.

Un+t1 1
1. ExprimerV,, en fonction dé.

2. Le probleme se ramene au calculdfe. Pour ce faire, on procéde en plusieurs étapes. Laissezgroder.

Calculer explicitement I'expression du polyndme carastigueP (A).

2

3. Si X désigne une variable, on considére le polyndme quadrafue) = X* — X — 1. En calculer les

deux racineg. .
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4. La division euclidienne de tout mondm&” (n > 2) parP(X) conduit & une relation de la forme™ =
P(X)Qn(X) + R,(X). Quel est le degré du resfe,(X)? Donne 'expression de cette relation pour
X =qs+.

5. On poseR,(X) = a, X + b,,. En déduire les deux coefficients etb,,.
6. Montrer queA™ = a, A + b,1 et déterminer explicitememt™ etU,, en fonction dex,, etb,,.

7. Calculer 111}3 (g-)" et en déduire la limite du rapporihm U"H.
n—-+oo *} o0 n
Exercice 135 :Résolution d'un systeme différenti€onsidérons le systeme différent{ @(t) =2a(t) +y(t)
y'(t) = =5x(t) — 4y(t)
(

t

\/\/

avec conditions initiales(0) = « ety(0) = b. Dans la base canonique, on pos¢) = ( (t ) la matrice co-

lonne du vecteuw(t) définissant la position en fonction du temps d’un point dunplcrire ce sytéme sous forme
matricielle X'(t) = AX (t). Déterminer les deux vecteurs propiest v de A, diagonaliser la matricel et dé-
terminer dans la base v la matrice colonné/(¢) dew(t). En déduire que dans la baggev le systéme se réduit
U'(t) = BU(t) ou B est diagonale. Ce découplage des variables permet d'értégsysteme différentiel. En
donner la solution unique vérifiant la condition initiate&)). CalculerA™.

5.4 Diagonalisation et changement de base en dimension 3

Définition : UnebasedeR? est la donnée de 3 vecteursv, w non coplanaires. Autrement ditet (u, v, w) # 0.

On a de méme la décomposition unigque de tout vectel’dgans la base, v, w. On a aussi la notion daatrice
d’'une application linéaire dans la base v, w, ainsi que les notions de matricgimgonaleset diagonalisables
Remarque : Dans ce cas, le polyndme caractéristifuest de degré 3. Or un tel polynéme a au moins une racine
réelle. Donc toute matrice carrée d’ordre 3 a au moins ureuvalropre réelle.

Exercice 136 :Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres:de? — R? dans les cas suivantsymétrie
centrale homothétie de rappom, symétrie orthogonale plangu axiale projection orthogonale planeu axiale,
affinité orthogonale plane de rappqst rotation d’anglef.
Exercice 137 :Soit A une matrice carrée d’ordre 3. Montrer quelsi A > 0 (respectivementet A < 0), alorsA
a au moins une valeur propre positive (respectivement ivégaCalculer les limites d&'(\) en+oco et en—oo.]
Exercice 138 :Montrer qu’une matrice carrée d’ordre 3 est diagonalisabét seulement si I'une des conditions
suivantes est satisfaite : elle a trois valeurs proprekeségistinctes ; ou elle a deux valeurs propres réelledists
et il existe deux vecteurs propres non colinéaires assadigse d’elle ; ou elle est de la formd.
0 0 1

Exercice 139 :Soit f I'application linéaire dont la matrice dans la base canogiestdA = [1 0 0

0 1 0
Montrer que 1 est une valeur propre de cette matrice, etatam vecteur propre associé.
Donner un vecteur non nul et orthogonal &, puis calculerw = u A v.

Donner la matrice de passafjeassociée a la basev w et calculerP—!.

Hpwnh e

Montrer que la base formée des vectelrs: ——u, v’ v, etw’ = ”w”w estorthonormée directe

IIUH Hvll

u Lo, v L, v L, det(u/, v, w'") = 1.
5. Montrer que la matrice de passage associée a cette baelasormeP(Q ou la matricel) est diagonale.
6. Calculer la matrice d¢ dans la base’, v, w'. [Calculer(PQ)~! a partirde P~ etQ 1]
7. En déduire l'interprétation géométrique fle
Exercice 140 :Discuter suivant les valeurs du scalairkes solutions de I'équation matriciellél/ = V' ou
a —3 5 4

A=|1 —-a 3|, et V=|2
9 -7 a 0
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6 Matrices orthogonales et matrices symétriques

6.1 Transposée

Définition : Si A est une matrice alignes etp colonnes, séransposééA est la matrice & lignes ety colonnes
dont les lignes correspondent aux colonnesidet réciproquement).

Cas particulier des matrices carrées d’ordre 2 et des raatftolonnes ou lignes) de vecteursite:

tla b a c tlx + T
(-G8 C)ew =)
Plus généralement, si= ¢, alorstA s’obtient en échangeant les coefficients symétriques pporaa ladiagonale
principale, et siX est la matrice colonne d’un vecteur B&, alors'X est sa matrice ligne, et vice-versa.

Remarque : Siu etu’ sont des vecteurs de matrices colonnes respectivesX’, alors on au - u’ = ‘X X',
Exercice 141 :Vérifier les propriétés suivantes dans le cas des matriceSesad’ordre 2 :

A=A, YA+B)='A+'B, '(\A)=\4, (AB)='B'A.

Remarque : Ces propriétés s’étendent aux matrices de types quelcsipiplus, on 40, , = 0, , et‘l, = I,,.
Exercice 142 :Montrer que siA est une matrice carrée inversible, albtsest inversible et(A~1) = (4)~ 1.

6.2 Matrice d’'une forme bilinéaire

Définition : Uneforme bilinéaire suiR? est une applicatiop : R? x R? — R telle que, pour tout vecteure R?,
les deux applicationg — ¢ (u, v) etu — (v, u) sont linéaires. Autrement dit, on a les identités suivantes

o(u+u',v) = o(u,v) + o(u',v), o(Au,v) = Ap(u,v),

pu,v+") = p(u,v) +(u,v'),  p(u, ) = Ap(u,v).
Exemples :Le produit scalaire est une forme bilinéaire &t Le déterminant est une forme bilinéaire &r.

A toute matrice carréd = (Z Z) on associe la forme bilinéaire: R? x R? — R définie par :

o(u,u') = aza’ + bxy' + cyx’ +dyy’ pour u=(x,y)=zr+y7 et v =(2',y)=27T+vy'7
Réciproquement, toute forme bilinéaise R? x R? — R est de cette forme. Pour reconstruiteé partir dey, il
suffit de posen = (7. 7), b = (7, 7). ¢ = (7. 7), etd = o (J. 7).

Définition : Dans ce cas, on dit queestla forme bilinéaire de matricel, ou queA estla matrice dep.
Exercice 143 :Quelles sont les matrices respectives du produit scalaie @ééterminant (SuR?) ?

Exercice 144 :Vérifier que sip : R? x R? — R est une forme linéaire de matrickeet, «’ sont des vecteurs de
matrices colonnes respectiv&set X', alors on ap(u, u’) = X AX".

Définition : Plus généralement, la matrice d’une forme bilinéairsur R? est la matrice carrée d’ordgequi
satisfait une telle identité pour, u’ € RP.

Remarque : Toute matrice carrée d’ordgedéfinit a la fois une application linéaire : R? — R? et une forme
bilinéairey : R? x R? — R. Par définition, on @ (u,v’) = u - f(u’) pouru, v’ € RP.

6.3 Changement de base

Soitu, v une base d&2 et P la matrice de passage associée.

Définition : La matrice d’une forme bilinéaire : R? x R? — R dans la base:, v estA = ((CI Z) ou:

a=ou,u), b=geu,v), c=pu), d=ep,0v).
Siw, w’ sont des vecteurs de matrices colonnes respectivatsy’dans la base, v, on a done(w,w’) = X AX'.

Exercice 145 :Montrer que sid est la matrice d’une forme bilinéaige: R? x R? — R (dans la base canonique),
alors la matrice de» dans la base, v est!P AP. [Utiliser la formule de changement de base pour les vecteurs.

Remarque : En particulier, la matrice du produit scalaire dans la haseest'PP.

On définit de méme la matrice d’une forme bilinéagre R? x R?* — R dans une base d&®. La formule de
changement de base est alors la méme queRbur
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6.4 Matrices orthogonales

Définition : Unematrice orthogonal@st une matrice carré¢ d’ordrep telle queAA = I,,.
Autrement dit, une matrice carréeest orthogonale si elle est inversible etdsi' = A.

Exercice 146 :Vérifier que la matrice de passage associée a unehasieR? est orthogonale si et seulement si
cette base estrthonorméec’est-a-diresiona L v et|lu| = ||v]| = 1.

Remarque : D’aprés la section précédente, la matrice de passage begortale si et seulement si la matrice du
produit scalaire dans cette baselest

Exercice 147 :Montrer que la matrice d’'une application linéaife: R?> — R? (dans la base canonique) est
orthogonale si et seulementfspréserve le produit scalaireautrement dit, sii, v’ € R?, alorsf (u)- f(u') = u-u'.

Exercice 148 :Montrer que le produit de deux matrices orthogonales estmatdce orthogonale, et que l'inverse
d’'une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.

6.5 Matrices symétriques

Définition : Unematrice symétriquest une matrice carréételle que’d = A.

En particulier, une matrice carrée d’ordre 2 symétriqueiastmatrice de la forméz IC)) .

Exemple : Les matrices diagonales sont symétriques.

Exercice 149 :Montrer que siA et B sont des matrices carrées d’orgraymétriques, alors la matricéB est
symeétrique si et seulement4icommute ave®.

Exercice 150 :Montrer que siP et A sont des matrices carrées d’orgiret la matriceP est orthogonale, alors la
matrice A est symétrique si et seulement si la matidite! AP = ‘P AP est symétrique.

Exercice 151 :Montrer que la matrice d’'une application linéaife: R> — R? (dans la base canonique) est
symeétrique si et seulementgisatisfait la propriété suivante :gjv’ € R?, alorsf(u) - v’ = u - f(u').
Exercice 152 :Soit f : R? — R? une application linéaire dont la matrice est symétrique.

1. Montrer quef a des valeurs propres réelleSa]culer le discriminant du polyndme caractéristigue.

2. Monter que si,, v forment une base orthogonale®é et est un vecteur propre dg alorsv est aussi un
vecteur propre d¢. [Utiliser I'exercice précéderit.

3. En déduire le théoréme ci-dessous :
Théoréme 4 :La matrice d’une application linéairg : R2 — R? (dans la base canonique) est symétrique si et
seulement sf est diagonalisable dans une base orthonormée.

Remarque : Autrement dit, une matrice carréed’ordre 2 est symétrique si et seulement s'il existe uneio@tr
orthogonaleP telle que la matric® ' AP = 'P AP est diagonale.
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6.6 Equation d’une ellipse
Soientu etv deux vecteurs non nuls et orthogonauxife: autrement dit, ils forment une base orthogonale, mais
pas forcément orthonormée. On considére la codrd&quationz? + y2 = 1 dans la basex, v.

Remarque : Si ||u]| = ||v]| = 1, c’est-a-dire si la base est orthonorméest le cercle de cent@ et de rayon 1.
De méme, sjju|| = ||v|| = p, c’est le cercle de centi@ et de rayorp. Si ||u|| # ||v||, alors€ est uneellipse Les
vecteurs: etv déterminent lesxes de I'ellipse le plus grand correspond guand axeet le plus petit aypetit axe
Si||ul| > ||v||, alors||u|| est ledemi-grand axet ||v|| est ledemi-petit axelci, le centre est toujours I'origin®@.
Pour trouver I'équation dé€ dans la base canonique, il suffit de faire un changement @e bas

Exemple : Siu = 27'etv = J, 'équation def dans la base canonique €3> + y* = 1, soita? + 4y = 4.
Exercice 153 :Donner I'équation d€ siu = ai’etv = b7, c’est-a-dire si un axe est horizontal et l'autre vertical.

. . — 1
Exemple :Siu = 27+ 2)'etv = 7—1, alors la matrice de passage £st (g 11> etonaP~! = 1 (_12 ;)
L'équation est don¢t2)? + (2222)2 = 1, soit5a? + 5y? — 6ay = 16.

On considére maintenant le cas ou la basen’est pas orthogonale. On va montrer guest encore une ellipse,
bien qu’ici, les vecteurs etv ne correspondent plus aux axes de cette ellipse.

Remarque : Soit P la matrice de passage associée a la baseOn posed = P~! et on noteX la matrice(z).

L'équation de€ dans la base canonique s’écrit albfd X )(AX) = 1, soit! X BX = 1 avecB = 'AA.

Exercice 154 :Montrer que pour toute matrice carrée d’ordrd 2ersible, la matrice3 = * AA est symétrique
et ses valeurs propres sont strictement positiv@snimencer par calculetet t A, puisdet B.]

D’aprés le théoréme 4, la matridg est diagonalisable dans une base orthonormée. Autrentest din note@
la matrice de passage associée a cette base orthonorméatied = Q' BQ = ' QBQ est diagonale. Dans
cette base, I'équation deestax? + Sy* = 1 aveca, 8 > 0. D'aprés I'exercice 153, il s’agit bien d’'une ellipse.

On peut interpréter ce résultat en termes de transfornsifodaires :
Théoréme 5 :L'image d’'un cercle par une transformation linéaire (dije) du planR? est une ellipse.

Remarque : Pour retrouver I'ellipse a partir de son équatiart 4 by? + 2czy = d, on diagonalisé3 = (Z Z)
dans une base orthonormée, puis on réécrit I'équation dteslase.

Exercice 155 :Retrouver par cette méthode les axes de I'ellipse d’équatior y2 + zy = 3.

6.7 Géomeétrie du plan complexe

On représente le complexe= x + iy par le point daffixez (c’est-a-dire de coordonnégsty) dans le plan, ou
encore par le vecteur de composantes y.

Dans cette représentation, I'origine est O et la base cgnerestl,i. Les ensembleR, iR, et C sont appelés
respectivemerdxe rée)] axe imaginaireetplan complexeChaque opération a une interprétation géométrique :

— l'opérationz — —z correspond a laymétrie central@ar rapport a I'origine O ;
'opérationz — Z correspond a laymétrie orthogonalpar rapport a I'axe réel;
— sic = a + ib, 'opérationz — z + ¢ correspond & l&ranslationde vecteur:;

sia € R, 'opérationz — az correspond a homothétiale rapport: ;

— Sic = a + ib, 'opérationz — cz correspond a laimilitudede matrice(z _ab)

De plus,|z| est lanorme euclidiennéu vecteur, c’est-a-dire la distance entre I'origine O et le point

Remarque : On pourrait aussi définit comme I'ensemble desatrices de similitudegu planR?.

Exercice 156 :Quelle est I'interprétation géométrique de I'opératiory —z ?

Définition : Le cercle unitéest 'ensembl& = {z € C | |z| = 1}. C’est aussi le cercle de centre 0 et de rayon 1.
En particulier,l, —1, i et—i sont des éléments dé

Exercice 157 :Montrer les propriétés suivantes :

siz, 2z’ € Ualorszz' € U, sizeUalors—ze€Uetl/z=7z€U.
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6.8 Forme trigonométrique

Tout complexe: # 0 est de la forme = pu avecp = |z| > 0 etu = z/p € U. D’apres ce qui précéde, on a :
z = pe'? = pcos +ipsind avecp > 0 eth € R.

Remarque : Pourz = pe? etz = p/e® avecp,p’ > 0eth,f € R, onaz = 2’ si et seulement si = o’ et
0 — 0 € 2nZ = {2kn | k € Z}. Autrement dit, lenodulep est unique et Brgumen® est défini modul@r.

Le module et 'argument de sont lescoordonnées polairedu point d’affixez :

Cela permet d’expliciter I'interprétation géométrique ldemultiplication parc = pe : I'opérationz — cz
correspond a laimilitudede rapporp et d’anglef. En particulierz — ¢z correspond a leotationd’angled, de
cosf) —sin 9)

matrice (sin 0 cos6



