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TD 5 - SERIES ENTIERES

Exercice 1.

Pour chacune des expressions de a,, ci-dessous, calculer le rayon de convergence de la série
entiere ) a,z" et déterminer I'intervalle sur lequel il y a convergence :

a) ap =1 b) a, = \/1% ¢) ap = (Inn)" d) a, = (—1)"sin <711>
15n%/n+5n% +3n++/n+5 "1
e) ap = = f) ap, = Z ik
Vnd +8nyn+T7y/n+1 — k!
a) rayon 1, intervalle | — 1,1] b) rayon 1, intervalle [—1,1[ (en = —1 c’est une série alternée) ¢) rayon 0, intervalle {0}
d) rayon 1, intervalle ] — 1,1] (en = = 1 c’est une série alternée)

1

e) rayon 1, intervalle [—1, 1] (ou la série converge normalement, par comparaison avec la série de Riemann E —3)

N

n2
f) rayon 1, intervalle | — 1, 1[.

Exercice 2.

Pour chacune des séries entieres Y a,z", z € C ci-dessous, déterminer le rayon de conver-
gence en précisant chaque fois le critere utilisé.
n ()
z nlz
a) g Z" E a"z", aeC, b) E nlz",  ¢) g —, d) E , a€Cr,
n! an
2

e)za:ijn,aeC, £S04 (n 1)), g)z<1—i> "

1 1 1 a
Utiliser plutét la formule — = limsup (|ay|) 7 (c’est a dire le citere de Cauchy) pour les séries a) et e), et la formule — = lim w
R n——+oo R n—+oo |ap|

(c’est a dire le citére de d’Alembert) pour les autres séries.
a) rayon 1 et rayon 1/a, b) rayon 0, c¢) rayon oo, d) rayon O,

e) rayon oo, f) rayon 1, g) rayon e.

Exercice 3.

Soit Y anz™ une série entiere de rayon de convergence R.

1. Montrer que s’il existe deux nombres complexes a et § de méme module p > 0,
tels que Y a,a™ converge et > a,[" diverge, alors R = p. Cette propriété est-elle
caractéristique du rayon de convergence ?

2. Montrer que si la suite (a,), ne converge pas vers 0, nécessairement R < 1. Peut-on
affirmer que I'inégalité est stricte 7

Montrer que si la suite (ay,),, est bornée, nécessairement R > 1.

En déduire le rayon de convergence de la série entiere »_ 2", Pouvait-on appliquer
le critere de d’Alembert ?



1. Si 3" apna™ converge alors apa’™ est borné et par conséquent le rayon de convergence est au moins égal & |a| = p.

Si 3" anB™ diverge alors 3 |anB™| c’est a dire 3 |an|p™ diverge aussi. Le rayon de convergence est alors < p.

On conclut que le rayon de convergence est p. Cette propriété n’est pas caractéristique du rayon de convergence : dans le cas de la
série géométrique Y z" de rayon de convergence R = 1 il n’existe pas o de module 1 tel que > a” converge puisque toute série
convergente > up, verifie nlij«?oo un = 1, ce qui n’est visiblement pas le cas si u, = a”™ avec a de module 1.

2. Si la suite (ap)n ne converge pas vers 0, nécessairement R < 1 puisque Y |an|1" diverge. Eventuellement R = 1, par exemple
dans le cas de la série géométrique Y z".

3. Si la suite (an)n est bornée, nécessairement R > 1 puisque an 1™ est borné.

4. Ces deux résultats s’appliquent a la série > z"2 : les coefficients de cette série ne tendent pas vers 0 puisque le coefficient aj pour
k=n2 vaut 1 ; et ils sont bornés puisque les autres ay (pour k # n2) sont nuls. Donc le rayon de convergence la série entiére z"2

est 1, sans qu’on puisse appliquer le critére de d’Alembert & cause des coefficients nuls.

Exercice 4.

1. Soit Xa,z2™ une série entiere de rayon de convergence R. Montrer que s’il existe deux
nombres réels a et fJtelsque 0 < a < B et VYneN, «a<a, </, alors la série
entiere Ya,z" a pour rayon de convergence R = 1.

2. On considere la série entiere Y 2" . Mettre cette série sous la forme ) a,z" et
déterminer son rayon de convergence.

1 1 1 1
vaut 1 parce que (an)n est compris entre an et 3n, qui tendent vers 1.

1.R = T

lim sup (|an |) 7

1
2. Pour cette série les ay, valent 1 si n et le carré d’un entier, et O sinon. Les (|ayn|)m valent 0 ou 1, donc leur limite sup est 1 et

R=1.

Exercice 5.

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
1. 272 (2" —1)2",
2. la somme de 2"2" et de (2" — 1)2",

3. la différence de 2"2" et de (2" — 1)2",

et R

[N

»
[ M NI

Exercice 6.

Soit Y an,z™ une série entiere de rayon de convergence R.

1. Déterminer en fonction de R le rayon de convergence des séries entieres

n n n n 2n
gSanz, gnanz, EBanz, ganz .

2. Calculer le rayon de convergence de > 3"nz?",

1. R, R, % et VR (pour cette derniére, utiliser le changement de variable Z = 22).

2. 1/% (utiliser le changement de variable Z = 322).

Exercice 7.

Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres suivantes :

. n 2+1 n +1n
CDESEUD Do HICD Dt e D Bl

n>0 n>0 n>0 n>0



:L,3n +oo +oo 5 +oo :L,4n+3 +oo "
— 1" nooop =z -z
e) 2;%(2n)V f) 2{%01 )z, g) gign/x . h) 2{%4nﬁ+3, i) 2{; —,
[DIF T R S
Doy YV Zltat a1 -2)

Leurs rayons de convergence valent 1, sauf +oco pour celles qui font intervenir des factorielles.

Leurs valeurs sont :

—In(l—a)—=x 8x—10 4x—10)In(1—a 4 2r—1 x(x41 1 1 1
e Ugooe, Secig (eml@RU=o) | oo (p41), cosh(Vad), e - (;71)3?, ~lhn@—-1)+Lim@+1) -1
2 2
2(1— In(1— 1— In(1— 3z —2a
—1In(l — ), cosh(Vz3), 2+ ( I)In( ) , = ( I)2$g< z) + 14@,2 z,
+oo
(Pour calculer ces séries on a utilisé le résultat suivant : quelque soient les coefficients a,, la fonction s(z) = Z anpxz” a pour dérivée
n=0
+oo +oo n+1
/ n—1 P x N s . s N
s’ (z) = Z nanT et pour primitive S(z) = Z an = a condition que z appartienne a l'intervalle | — R, R[, ol R est le
-1 n—o "+

rayon de convergence de la série 3" apn2™) (sauf la série qui vaut (Va3), pour laquelle on a utilisé le formulaire).

Exercice 8.
Ln (1 + 3t)
0 t

. 1 e (7l)n+1tn_l o 0o 1 (71)"+1t"_1 o R oo (71)n+1
Cest/o (27 dt,qulestegalaz /0 —_——dt ,cestadlrean;li.

n=1 nan = n2mn n2am

Exprimer l'intégrale dt comme la somme d’une série.

Exercice 9. (Extrait de ’ezamen de septembre 1999.)

On considere la série entiere Y a,z?"*1, ot :

n>1

(_1>n+1
Cn+1)2n—1)

Vn e N*, a,=

1. Déterminer son rayon de convergence R et vérifier que la série converge simplement
sur [-R, R]. On note f sa somme.

2. Démontrer que f est dérivable sur | — R, R[ et que f’(z) = xarctanz. En déduire
f(x) pour tout x €] — R, R[ (par une intégration par parties).

3. Montrer que la série entiere converge normalement sur [—R, R|. En déduire que f
est continue sur [—R, R].

4. Donner l'expression de f sur [—R, R]. Justifier la réponse.

Calculer
+oo (_1)n+1
>
n=1
+oo _qyn+1
) o o _ (=1 21 » i ) . )
1. Le rayon de la série entiere f(z) = Z —_——x est 1. Elle converge simplement sur [—1, 1], par comparaison de la
1 2n+1)(2n — 1)
+too g
série Z |anac2"+1‘ avec la série de Riemann convergente Z —
n>1 n=1

+oo (71)71«#1
2. Sa dérivée f'(z) = > e
n—

n=1 n=1 n=1

Comme cette somme géométrique vaut I , on en déduit

+12

f'(z) = z arctan(z),

f(x) ’ tan(z) ! tan(xz)
= T n + r n s
x arctan(x arctan(x

3. La série entiére converge normalement sur [—1, 1], par comparaison de la série E n[nax I (|an:c
€[—1,1

2n+1 D
n>1%

= Z |an | avec la série
n>1

too m +oo
22" =z Z ((_1)n+1 / t2n—2 dt) est égale a x fois I’intégrale (de 0 a =) de Z (_1>n+1t2n—2‘
0

arctan(z),



+ oo

de Riemann convergente E —- Sa somme est une fonction continue parce que la convergence normale entraine la convergence
n=1

uniforme.

4. La formule qu’on a trouvée pour = €] — 1, 1] reste valable pour = € [—1, 1], par passage a la limite.

“+ oo n+1
(—1) . T 1
5. P é E — = f(l)= — — —.
ar conséquent 2 2 —1 f( ) 4 2
Exercice 10.
sinx

Montrer que la fonction f : x +—
k e N.

sin x

est de classe C*° sur R. Calculer f*)(0) pour tout

+oo (71)7196271 (2m) (-1
= g ——-—— est de classe C° parce que c’est la somme d’une série entiere de rayon infini. f 0) =
= (2n+ 1) on + 1

F@ntD) gy — o,

et

T

Exercice 11.

On considere la série entiere
+o0
(_1)nx2n+1

E:O 2n+1

1. Déterminer son rayon de convergence R et calculer sa somme pour |z| < R.
2n+3
x

2. Démontrer que la série enticre converge pour x = 1, puis que |R,(z)| < 5.5, pour
tout x € [0, 1], ou R,, désigne le reste d’ordre n.
3. En déduire que la série converge uniformément sur [0, 1].
7 jI— “+o00 (—1)” . 7
4. Démontrer que 7 = ) /7y 577" Justifier votre réponse.
Démontrer que la série entiere converge uniformément sur [—1, 1].
1. Cette série, qu’on a déja vue & l’exercice 9, a pour rayon 1 et sa somme vaut arctan(z).
2. Elle converge pour & = 1 (c’est une série alternée). Pour = € [0, 1], c’est encore une série alternée, donc son reste Ry (z) =
1 k_2k+1
Z <2>k7$+1 est aussi une série alternée, et par conséquent sa valeur absolue est inférieure & la valeur absolue de son premier
k>n
" x2n+3
terme c’est & dire & ———.
2n 4+ 3
3. La convergence uniforme s’en déduit (le maximum de la valeur absolue du reste étant i3 ).
n
4. La somme de cette série est donc une fonction continue sur [0, 1]; et comme la fonction arctan est aussi continue on a donc (en

+oo (-1)m
faisant =z — 1) E = arctan(l) = —.
= 2n+1 4

5. On peut faire de méme pour z € [—1,0].

Exercice 12. (Développement en série entiére)

1. Calculer le développement en série entiere en 0 de chacune des fonctions suivantes;
préciser le rayon de convergence.

2

1
(a € RY), fo:xzr—In (\/m) , f3 1 &+ arctan 1_1_7332
x

fiix—
r—a

2. Montrer que la fonction f: R — R définie par :

1
) er si x<O,
T@=10 s e>0

n’est pas développable en série entiere en 0.



+oo n 1 +oo 1 +oo (71)n+1 4

2

T 9 g T
1Lfi(e)=— > g fa(z) = = [ In(v2) = > - (514) )7 fa(z) = n +a” ——a"".

ne=>0 2n + 1

n=0 n=1

2. f n’est pas développable en série entiére en 0 parce que ses dérivées y sont nulles, alors que f elle-méme n’est pas nulle.

Exercice 13. (Résolution d’une équation différentielle linéaire)

On cherche les solutions de ’équation différentielle

(1‘+1)y'+y=(1_2x)2

sur lintervalle I =] — 1, 1].

1.
2.

Résoudre 1’équation homogene sur I.

On va chercher une solution particuliere de (1) sous la forme d’une fonction dévelop-
pable en série entiere au voisinage de 0. Rappeler la définition d’une fonction dévelop-
pable en série entiere au voisinage de 0.

On suppose que la série entiere > a,z™ a un rayon de convergence R > 0 et que sa
somme Y 2% a,2™ est solution de (1).

(a) Déterminer une relation de récurrence vérifiée par les a,,.
(b) En déduire pour tout n € N* 'expression de a,, en fonction de ay.

Réciproquement, on fixe ag € R et on suppose que les a,, sont donnés en fonction de
ap par l'expression trouvée en 2.(b).

(a) Montrer que si deux séries entieres > b,z" et Y ¢,z ont méme rayon de
convergence R, et si leurs coefficients vérifient : Vn € N, b,c, = 0, alors la
série entiere » (b, + ¢,)x™ a pour rayon de convergence R.

(b) En déduire le rayon de convergence de »_ a,z™ selon la valeur de ag.

(c) Déterminer la forme générale des solutions de (1) développables en série entiere
au voisinage de 0.

En déduire ’ensemble des solutions de (1) sur | —1,1].

L’équation homogene (z 4+ 1)y’ + y = 0 a pour solution y(z) =

x+1 :
+oo
Une fonction dévelop-pable en série entiere au voisinage de 0 s’écrit y(z) = Z anxz™, ol la série entiére Z anz™ a un rayon
n=0
de convergence strictement positif.
+ oo
(a) Z anz™ est solution de (1) si et seulement si
n=0
+oo L +oo 2
(z+1) Z nanpxe™ " + Z apz’ = — (2)
n=0 n=0 (1—x)
“+oo “+ oo “+ oo
Compte tenu que Z nanpz™” "t = Z nanz" " = Z (m + 1)u.m+11m (avec m = n + 1), et compte tenu du
n=0 n=1 m=0
2
développement en série entiere de ——— (obtenu par dérivation de celui de , ’équation (2) équivaut a
(1—2)2 —z
“+ oo “+ oo
Z (nan + (n+ 1)anpy1 + an)z™ = Z 2(n + z™.
n=0 n=0

On en déduit la relation de récurrence (nan + (n+1)an41 +an)z™ = 2(n+1) laquelle, en divisant par n+ 1, devient
an +apy1 = 2.

(b) Comme aypi2 =2—ant1 =2— (2 —an) = an, on en déduit az, = ag et a1 =2 — ag.

1
(a) Le rayon de convergence de la série entieére > (b, + cp)a™ est —_—> qui vaut R parce que by, + cp,

limsup (|bn, + cp|) ™
vaut by, ou cp, du fait que b, et ¢, ne peuvent pas étre tous les deux non nuls..

o N ) s . _ _ag (2—ag)z N
(b) D’apres le 2.(b) on se raméne a un calcul de sommes géométriques, et on obtient y(z) = T + T Apres

ag 2z

simplification c’est | y(z) = I + Tz
x — T




4. C’est aussi ’ensemble des solutions de (1) sur | —1, 1[, puisqu’on sait que I’ensemble des solutions d’une équation différentielle
du premier ordre est égal a I’ensemble des solutions de I’équation homogene (voir question 1.) auxquelles on ajoute une des
solutions de I’équation elle-méme.

Exercice 14. (Extrait de l'examen de septembre 2004.)
Soit I’équation différentielle suivante :

2%y — 22y’ + (2+2%)y =0 (3)
1. Montrer que ’ensemble des solutions de (2) développables en série entiere sur R est un

espace vectoriel sur R. On note F' cet espace.

2.1) Soit y = Y, ~ana™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence R. Montrer
que y = >, <0 a,z" est solution de (2) si et seulement si R > 0, ag = 0 et les coefficients
satisfont une relation de récurrence d’ordre 2 qu’on déterminera.

ii) En déduire alors que pour tout k € N* :

(—1)* (—1)*
a =—"—a a =—-——"—a;.
2k+2 2k +1)! 2 5 O2k+1 (2%) | 1
iii) En déduire que y = a1 f1 + asfa, ou fi(x) = xsinzx et fo(xr) = x cosz.
3. Etudier les rayons de convergence de y, f1 et fo. En déduire que F' est de dimension 2.

4. Prouver 'existence et 'unicité de la solution de (E) qui vérifie

y(0) =0 et 3'(0) = 4"(0) = 1,

I’expliciter.

1. Si y1 et y2 sont solutions alors y4 y2 et Ayy le sont aussi puisque

(1 +y2) — 201 +y2) + 2+ 21 +y2) = 2Pyl — 22y + 2+ 2%y +2yy — 22 + (24 2%y
= 0+4+0=0
2?(yn)” = 20(aw1) + 2 +22)0w1) = A (P - 20y] + 2+ 2)u1)
= A0 = 0.
+oo
2. 1) Le rayon est > 0 parce que les solutions sont définies sur un intervalle de longueur non nulle. On remplace y par Z anxz” dans
n=0

I’équation, ce qui fait

z? Z n(n — l)anac"72 — 2z Z nanxnfl + (2+ ac2) Z apz" =0 & Z n(n — Dapz™ — 2 Z napx’ + 2 Z anx”™ + Z Ap_ox’t =0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

+ oo

=S Z bpz" =0 avec by, = n(n — 1)an — 2na, + 2an +a,_o
n=0

& Vn, by =0

& Vn, (n2 —3n+2)an +ap_2 =0

& Yn, (n—1)(n—2)ap +ap_2 =0.

Compte tenu qu’il y a des a, _o, le calcul est valable si on pose ap = 0 pour les entiers n strictement négatifs.

Puis on fait n = 2 dans ’équation (n — 1)(n — 2)a, + a,_9 = 0 : ce qui fait 0 + ag = 0 c’est & dire ag = 0.
ii) Les agp4o et aggyq de ’énoncé vérifient I’équation (n — 1)(n — 2)an + ap_2 = 0.

iii) On reconnait, dans les agp o et agpy1 de 1’énoncé, les coefficients du développement en série entiére du sinus et du cosinus.

+ oo +oo +oo
Comme Z anpz” est la somme de Z a2k+2x2k+2 et Z a2k+1x2k+1, il est égal & agxsinxz + ajx cosx.
n=0 k=0 k=0

3. Le rayon de convergence de cette série est celui du sinus et du cosinus, c’est a dire infini.

1 1
4. asxsinx 4 ajx cos x vérifie ces trois conditions si et seulement si a = — et b = 1. On a donc | y(z) = —zsinz + zcosz |
2 2

Exercice 15.

On considere I’équation différentielle xy” + 2y’ + zy = 0 (E). On cherche des solutions de

+o00
la forme y(z) = Z anz"”.
n=0



Ecrire les relations que satisfont les coefficients a,.

Démontrer que a; = 0 et en déduire que ag,+1 = 0 pour tout p € N. Calculer ag, en
fonction de ag.
+00
Déterminer le rayon de convergence de la série ) a,z™. Calculer xZanx" et en
n=0
déduire la valeur de y(x) pour z # 0 en fonction de ag.
On se propose de retrouver autrement ce résultat. Pour cela, on pose z(x) = zy(z)
ou la fonction z est de classe C* et vérifie z(0) = 0.

(a) Démontrer que z est solution de 1’équation 2" + z = 0.

(b) Retrouver l'expression de y(x) trouvée dans la troisieme question.
Méme méthode qu’a I’exercice précédent, on obtient (n 4+ 1)(n + 2)an41 + ap—1 = 0.

D’apres la formule de Taylor, a1 = y’(0). Mais y’(0) = 0, on I’obtient en faisant = 0 dans I’équation (E). On déduit de la
formule de la question 1., que a, 41 est nul si a1 'est. Comme a1 est nul, tous les coefficients d’indice impair sont nuls.

Qp—
La formule de la question 1. équivaut & a, = 7n72. On en déduit par récurrence que
(n+1)n
ao
azp = (1" ——r.
(2n + 1)!

La série Y apz™ = > (—-1)" ﬁaﬂ" a donc un rayon de convergence infini.

3 ana = 51— g in(e) = | (@) = ag 222 #0
T anz’ = — —=z = ag sin(z) = | y(z) = ag pour .
n=0 " n=0 (2n +1)! x

(a) D’aprés la formule de Leibniz la dérivée seconde de xy est 2y’ 4+ y’’. Donc I’équation (E) équivaut a z’/ + z = 0.
(b) Par la méthode classique de résolution des équations différentielles du second ordre a coefficients constants, z(z) vaut
Cq cos(z) + Casin(xz). Mais du fait qu'on a posé z(z) = zy(z), 2(0) est nul c’est & dire C; = 0. On a donc bien

z(xz) = Cqgsin(x) d’ou y(z) = ng



