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TD 1 : SERIES NUMERIQUES

Exercice 1.

On considere la série numérique de terme général u,, et on note s, la n®"¢ somme partielle
de > u,. Dans chacun des cas suivants :

a) Vn € N, u, =0;

b) Vn € N, u, =n;

c)Vn e IN, u, =z" ou z €C;

d) up, =€" sin < petu, =0 sinon, ou p € IN est fixé,

calculer s, et en déduire la nature de ) u,. Calculer, lorsqu’elle existe, la somme de la
série.
n n
Solution : s, = g ug dans cet exercice (mais s, = E uy dans le cas ou ug n’est
k=0 k=1
pas défini).

a)snzoetZun:().

n(n+1
b) S":(H;_) et Zun diverge.
2 —1 1 .
C)sn:ﬁetZunzl_zs1]z]<1.
entl —1 et -1
d) sp, = 1 sin < pets, = 1 (= constante) pour tout n > p; donc
e— e—

E Un = Sp = Sp+1 = " = — -

Exercice 2.

i) Soit Y u, une série convergente a coefficients complexes. Montrer que la suite (uy,)
converge vers 0.

ii) Quelle est la nature de la série ) cos(n)?
iii) On pose

1
Vn > 1, un—ln<1+>.
n

Vérifier que u, 0. Calculer les sommes partielles de > u,, et en déduire la nature

n—-+4o0o
de > uy,. La réciproque du i) est-elle vraie ?

Solution : i) C’est parce que u, = Sp—Sp—1, OU Sy, €t $,—1 ont méme limite quand n — +0o0.

ii) Divergente : si elle convergeait, la suite cosn tendrait vers 0, or dans ce cas la sous-suite
cos(2n) aussi tendrait vers 0, mais alors la formule trigonométrique cos(2n) = —1+2cos*n
serait fausse : en faisant n — +oo elle deviendrait 0 = —1.



iii) Cette suite tend vers In(1 + 0) c’est a dire vers 0. D’autre part on a

In <1+ ;) —In (”H) —In(n+ 1) — In(n).

n

n
Donc, dans la somme partielle s, = Z(ln(k: + 1) — In(k)), les termes s’éliminent deux a
k=1
deux, et il reste s, = In(n + 1) (qui tend vers +oo quand n — +00). Par conséquent la
série diverge, et la réciproque de la proposition i) est fausse (la suite converge vers 0, la
série diverge).

Exercice 3.

Déterminer la nature de la série ) u, ou pour tout n > 1, u, vaut

i) % : i) (nlg - 21n> : i) (:12)” + 1) : i) M

—+00 —+00

1
Calculer, lorsqu’elle existe, Z u, en fonction de o = Z ol
n=1 n=1
“+o0o
Solution : i) Zun = 20.
n=1
“+o0o
ii) Z Up =0 — 1.
n=1
+o00
iii) Cette série diverge : si elle convergeait, Z 1 convergerait comme différence des deux
n=1
+00 +oo
—1H" -1
séries convergentes Z (< nQ) + 1) et Z <( n2) >
n=1 n=1
+o0
(iv) On décompose d’abord la somme o = Z — en trois :
n=1 n
+00 1 +00 1
c=1+ — + —.
n pair n Impair
=1 1X1 o
La deuxieme somme, c’est — == — = —. La troisiéme somme c’est celle qu’on
’ ; (2n)?2 4 ; n? 4 q

S o X1 e 30
herche : —.D =1+ — i fait —s = ——L
cherche nz_:l 2n 1172 onc o +4+n§_:1 (2n+1)2,ce qui fai 7; @n+ 1) 1

Exercice 4.

a) Toutes les séries sont supposées étre & termes positifs ou nuls. Décider si les assertions
suivantes sont vraies ou fausses.



i) > (upn + v,) convergente = > u, et Y v, convergentes.

ii) La somme de deux séries divergentes est divergente.

iii) Y u, et Y v, convergentes = > unv, convergente.

iv) > uy, convergente et > v, divergente = > u,v, divergente.

v) Y uy convergente et » v, divergente = »_ u,, + v, divergente et ) Av,, divergente.

b) Mémes questions pour des séries a termes complexes.
Solution : a) i) oui; ii) oui; iii) oui; iv)non; i) ouisi A # 0.
b) i) non; ii) non; iii) non; iv)non; 1) ouisi\#0.

Exercice 5.
Déterminer la nature de la série de terme général :

sin(n) el/n

b .
1+n2’ )\/ﬁ’

9) sin(i); h) ln(l—i—i); i) \/51_1; ‘)n+(1 v
sinn) 1 ) ; b) divergente < ! )
1

n? ~n
= — | ; d) convergente (n e " <eze " = ) ;
n n2

1 ! o
a) c) o In(n+1); d)n%e™ (e €R); e) :—n; e~ (g e R);

Solution : a) convergente <

—
_|_

‘3
| ol

1
¢) convergente (2 In(n+1) <
n

|

n! k 1
e) convergente (n est le produit des — pour k =1,2,...,n; ce produit est plus petit que 2) ;
n n n

a 1 1 1
f) convergente sia > 1 (Comparer e~ qvec e = > ; g) divergente (sin () ~ ) ;
n n n

h) divergente
1

(pour I méme raison) ;) di . 1 ) di t 1 1
our la meme raison) ;1 ivergente | ——— ~ —= . ivergente —_— = — |.
b ’ & Jn—1"yn)" & nt (—D)nyn  n

Exercice 6.

Déterminer la nature de la série de terme général :

i) (=1)"(Vn+ 1—/n); i) (—=1)"1In <1+nla> (@eR); i) =" gy D"

n —In(n) n? + In(n)

1 15n? 5n% +3 5 —1)"
+—; wvi) (—1)" noyn et 43+ yn ot . vid) (—1)"eM™; wviii) cos <( ) >
vnoon V8 4+ 8ny/m + Ty/n + 1 n

Solution : i) convergente (\/n +1—+vn=

ii) convergente si a > 0 (série alternée) ;

décroit, la série est a]ternée> ;

1
Vatltvn

iii) convergente | série alternée puisque n — Inn est croissante donc

décroissante | ;
n—Inn



iv) convergente (méme raison) ;
v) divergente (série convergente + série divergente) ;
1
vi) convergente | et méme absolument convergente puisque |uy,| est équivalent a 3> ;
nz2
vii) et viii) divergentes (ni (—=1)"eY™ ni cos (%) ne tend vers 0).

Exercice 7.

Déterminer la nature de la série de terme général :

(—1)" ‘ ' N \/ﬁsin% .
a) m, b) cos (Tr\/n2—|—n—|—1), c) (-1) m,
n® +/n 1

1
d) tanﬁ—klnm a> .

Solution : Remarquer d’abord que les trois premiéres séries sont difficiles; cependant
elles deviennent faciles si on fait apparaitre une série alternée appropriée (pour la premiére
et la troisieme série il faut la fabriquer, et la deuxiéme série est elle-méme alternée).

a) Divergente : ¢’est la somme d’une série convergente et d’une série divergente puisque, par

(V" _ () (<)) (-

la méthode des conjugués, = est la somme de
Jus vn+ (—=1)n n—1 n—1
et de ———.
n —
b) Vérifions qu’elle est alternée ; rappelons que pour tout x on a cosz = — cos(z — ). On
a donc

cos (77\/ n?+n+ 1) = (—1)"cos <7r\/ n?+n+1-— n7r> :
Or la suite 7/n? 4+ n + 1—n est positive et décroit de (v/3—1)m a g quandn vadel a +oo

(on peut le voir par étude de fonction). On en déduit que — cos (7‘(‘\/ n24+n+1-— TLﬂ') est
positif et décroit vers 0. En écrivant

cos (71'\/ n?+n+ 1) = (—1)"* (— cos <7r\/ n?4+n+1- mr)) :

on a mis la série de teme général cos <7r\/ n?+n+ 1) sous forme de série alternée donc
convergente.

¢) Divergente : c’est la somme d’une série convergente et d’une série divergente, par la
méme méthode qu’en a).

1
d) Divergente, plus grande que —.
n

Exercice 8.

+oo
On pose pour n > 1, a, = % Justifier I'existence de r, = Z ax. Le but est d’étudier
k=n+1
la convergence de la série Z T
i) Soit k£ un entier supérieur ou égal a 1. Montrer que V¢ € [k, k+1], ———— < 1 < i
(k+1)2 = 2 = k2
1:

ii) En déduire que pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier N > n +



N N+1 gy Nooq
I e LD

k=n+1 k=n+1

1 1
iii) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a : <r,< + .
) quep ntl = " Tl (n+1)?

iv) Donner alors un équivalent de (r,,) lorsque n est au voisinage de +o00. Que peut-on en

conclure sur la nature de la série E !
+o0 oo

1 1
Solution : ry, = kZH 72 est fini, il est égal a Z 12 Z &k
n
. e e 1 1 1
i) Les inégalités 0t )2 < 2 = k:2 proviennent des inégalités 0 < k <t < k+ 1 qui

impliquent k? < t? < (k4 1)2.
1 1 1
ii) On intégre les inégalités m < —2 72 bour t € [k, k + 1], puis on fait la somme

du résultat obtenu pour k =n+1 a N.

1
iii) Maintenant on inteégre ) entre n+1 et N +1 : on obtient ——— + ce qui

N+1 n+1

1
fait —— quand N — +o0. Les inégalités de la question ii) impliquent donc
n

+o0 N
1 1 1
< < —.
2 : 2 = = § : 2
k=n+1 (k + 1) n+l k=n+1 k
1 . P
Comme le terme de gauche vaut r,, — W et le terme de droite vaut r,, on en déduit
n
1 1 1
Ty < + et

<r
“n+l (n+1)2  n+1 "
r
iv) En divisant par —, on déduit de ces inégalités que Tn tend vers 1, c’est a dire que
n =
n

1
ry est équivalent a — et par conséquent la série E ry, diverge.
n

Exercice 9.

Soit u, > 0 le terme général d’une série.
Un

14+ n2u,
b) Montrer que la série de terme général w,, = 1 -

> e
Up,.

1
Solution : a) La série >, v, converge parce que v, est plus petit que —-
n

b) Les séries Y wy, et > u, sont de méme nature parce que w, est équivalent a u,, (cette

a) Montrer que la série de terme général v,, = est convergente.

est de la méme nature que la série

L. - . Un, .
équivalence est évidente si Y u, converge, parce qu’alors — = 1+ u,, tend vers 1 du fait
w

n
que u, tend vers 0 ; mais si on suppose que Yy w,, converge, il faut d’abord démontrer que

u
uy, tend vers 0 pour en déduire que — = 1+ u,, tend vers 1).
Wn,



