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1. Dans cet exercice on utilise la formule d’intégration par parties :

/F’G:FG—/FG’.
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deuxieme année

TD intégration 1

On choisit F' et G de fagon que la fonction FG’ soit plus facile & intégrer que la fonction F'G. Si

une seule d’intégration par parties ne suffit pas on en fait deux :

/U”V = U’V—/U’V’ puis /U’V’ =Uv’ —/Uv”.

On obtient te
e’ cosx dr = e w +C (en posant U” = e* et V = cosz, ou le contraire),
L 1 — 1)L
/ 8% jr=— +n—1) ng—I—C’ (en posant F' = ™" et G = Logz),
xn (n _ 1)2xn71

2

z 1422 ,
xarctanz doe = —= + 5 arctanx + C (en posant F’ = x et G = arctanz),

/(m2+x—|—1)e‘” dr = (2 =2 +2)e” +C (en posant U” =e® et V =22+ +1).

a) On fait d’abord le changement de variable t = v/2 + x :
61° 6t
~[armd= [
3+ t2 t+1

Puis on remplace ¢ par v/2 + x :

1
/\/2+1’+\3/2+x

1
/\/2+a:+\3/2+x

6
6t —6t+6—>dt
t+1
— 6Log|1 + t| + C.

de=2v2+x —3V2+z +6V2+x —6Log|l+ V2+z|+C.

b)/ 1 dezl/#du (avecu:x_l),
((z —1)% —4) 8/ (u2-1)°
1 1 1 1 1 R .
= s+ + — , qu’on integre. On obtient
(u2—1 4 u—|—1 (u—l) u+l u-1
1 11—z 1 z+1
dx = =L C.
/((x—1)2—4)2 * 8(x+1)(m—3)+32 °8 3’+

c) /(arcsin x)? de = zarcsin®x + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z + C

(avec x = sint, t € [—g,g})

d) /xgx/l—&—x?’ dx = %x/(1+x3)3+0.

LOg 2 eLog 2_1

dt
3. \/eI—ldx:/ Vt —— (avect=¢® —1)
0 e0—1 t+1
1
2ud
:/ ugLu (avec t = u?).
0 u +1
2
w2 =22 donc

u? +1 u? +1



Log 2
Ver —1 dx = [2u — 2arctan )=, = 2 — g
0

1 /P b
4. (a) L’intégrale > / " (z)(a—2)(b— z) dz est de la forme / U"V. Si on l'integre par parties

b
/ U"V, deux fois de suite, on obtient la relation
a

b b
/ U'v =0V -V + / uv’.

a

CommeU:fetV:W

[ 1 E g0~ [y CHm) iy 22 )

Le premier terme entre crochets est nul. Apres avoir simplifié le second on a

, on a donc

b —a b
| @ de = 52 @+ 100+ 5 [ @)= a6 o

(b) Majoration de I'intégrale de f en fonction de M = sup f”(z) :
z€la,b]

[t de < 255 G@)+ £0) + 5 [ Mlla =)o) do.

On calcule cette derniere intégrale (compte tenu que |(a —z)(b—x)| = (x — a)(b — ) =
—2% + (a + b)z — ab pour z € [a,b]). D’olt (par simplification)

, B N3
fla) dr < P20 (rta) + )+ PR
, B Y
De méme | f(z)dx > b 5 C(fla) + f(b) + m(b 12a)
avec m = (ilnf "(z)
z€[a,b]

I, = [t(l—t2)"}3—/01 nt(1 — 2"~ (=2t) dt

1
= —2n/ 11— N2 +1-1) dt
0

1 1

= —2n/ (1—t3H)" dt+2n/ (11— at
0 0

= —2nl,+2nl, 1

2n
d'ou I, +2nl, = 2nl,,_1 et I,, = ——1,_1.
ou + 2n n 1€ o 1 1

In InflIn72 -[1
b I, = R—
(b) Iy 11y oly 3 "Iy’
_ 2n 2n—22n—4 EI :
T 2 f12n—12n—-3 37"

Compte tenu que

I =1,

2n)2n—2)2n—-4)...2=2n-2(n—1)-2(n—=2) - ---- 2=2".nl,
(2n+1)(2n — 1)(2n — 3) ... 3 = produit des nombres impairs jusqu’a 2n + 1

2 1)! 2 1)!
= - (n—|—) - . :(n—|— ),lavaleurdelnest
produit des nombres pairs jusqu’a 2n 27 . n!
- (2n - n!)?
" 2n+ 1)

(¢) Comme la formule du bindéme permet de calculer



(1—)" = (=24 1)" ch —t2)kn—k = ch 1)*t%* on a

On déduit de cette égalité, et de celle de la question précédente,

S D g @ty
Zaok+1 " @n+ 1)

6. D’aprés le formulaire pages 24 et 25,

/ ! d L t +C
—— aAr = —= arctan —
22 +5 V5 \/5

/e"” sin(e®) de = —cos(e®) + C

1
/tanga: dx = itan2x + Log| cosz| + C

1 1
de = — —L i C
/tan3x x 2tan? og|sinz| +
1
C si 1
/ 2 + 3 A—m)@+ses "¢ sim#
———— dz =
(22 + 3+ 7)™
Log(z? + 3z +7)+C sim=1
L 2
/ ogmdx:LongrC
T 2
chz 1
—— dx = — + C.
/sth 4shz
7.

(a) Comme f : [a,b] — R est continue et strictement croissante,
il existe f~! bijection strictement croissante de [f(a), f(b)] sur R.
Comme f est de classe C!, f~! aussi.

(b) On fait le changement de variable ¢t = f(z) dans U'intégrale
f(®)

I = / f7Ht) dt  (ont € [f(a), f(b)], donc z € [a, b]).
f

f(a)
I = /f )dx—/abxf’(x)dx

On obtient :
puis on intégre par parties :
b
[ er@ar=rat- [ e
a

Ce qui fait I = bf(b) —af(a) — Iy .




d

a b f(a) f(b)

A gauche on a la courbe de f et, en dessous de cette courbe, la surface I;.
A droite on a la courbe de f~1 et, en dessous de cette courbe, la surface I.
Mais on retrouve cette surface en haut a gauche.

Donc I; + I est la surface ci-dessous :

f(b)
f(a) KL

c’est a dire la différence des surfaces des deux rectangles :

f(b)
f(a) |
moins
b a
I]_ + 12 = bf(b) — af(a).
8 )/”4“11 2 L imje—1|-lfz|+C
.a NPT r=ux @o12 -1 nlz nlx .

La méthode classique utilisée quand un des poles est d’ordre > 3, est une division suivant les
puissances croissantes. Ici le pole 1 est d’ordre 3, c’est a dire il est racine triple du dénominateur.
Faisons le changement de variable x = 1+ h. Il s’agit donc de diviser (1+h)*+1 = 2+4h+ 6h? +
4h3 4 h* par (1 + h)h®.

24+ 4h+6h2+4R3 +h* | 1+h
—(2+2h) 2+ 2h + 4h*
2h + 6h2 4 4h3 + h*
—(2h + 2h?)

4h?% + 4h3 + h4
—(4h? + 4h?)

h4

L. (I+rrt+1 1 ) N2 2 4 h
d'on (14 h)h3 7(1+h)h3<(1+h)(2+2h+4h)+h)7h3+h2+h+1+h' Il ne reste

plus qu’a rempacer h par x — 1 et a intégrer.




dz = 1 t c.
AT e e ) S Ty S TR e

La méthode classique utilise les racines du polynéme z* + 1 :

21 = (x _ ez‘%) (x _ e—ig) (:5 _ 631%) (x _ 6_31%) .
1 ai by ag 2 as b3 as by

X x2 X X
b)/( 1 3V2 +av2+1  3V2 V2

(A 112 (a:—ei%)Q T o ar (:c—e_i%)Q T T PR T (zfe_3i%)2 T

La méthode rapide est plus spécifi / L / o 1, 427 t 1
a metnodade rapildae es us specl ue : —_— xr = — —— Q¥ ; ———= €S a
P s spectid (Tt 11)2 112 423 0 @ )2

dérivée de e on peut donc intégrer par parties et on obtient
x

/#d ___ 1 §/¥d
112 T i@ D 1) @Dt T

1 1 1 1 z+2 r—2

Comme ———— = — — ——_— —_ _
(zt+ 1zt 2t 21 2t 2222+ av2+H)1 2v2(22 — V2 + 1)
s’exprime au moyen des fonctions logarithme et arctangente.

c)/ - d ! arcta 21 1 arcta 2x+1+0

————— dr = —= arctan ——=— — —= arctan :

e RS RN i V3

Méthode : on fait 2 + 22 + 1= (22 +1)2 — 22 = (2 + 1 + 2)(2® + 1 — 2)
1 1

, sa primitive

. x
pulsx4+x2—|—1_2(3324—1—37)_2(3:24—1—1—3:)'
1 1 1
d dr = —-In|lz—1]— —=1Inf2z? -2z -2
>/(z71)(x272x—2)2 v g nlr =1 = qghnja” =22 -2
! +C
6(z2 — 22 —2) '

Méthode : on peut faire la division euclidienne de (z? — 22z — 2)? par z — 1 :
(22 =20 -2 =(z—1)(z® - 32> =32 +5)+9

d’ou l'identité de Bezout
1

1:5((952—2x—2)2—(x—l)(x3—3x2—3x—l—5)).

En divisant par (z — 1)(2% — 22 — 2)? on en déduit

1 _ 1 _£C3—3l‘2—3$+5
(x—1)(22 —22—-2)2 9x—1) 922 — 2z —2)2

et il suffit de faire la division euclidienne de z3 — 322 — 3z + 5 par 22 — 2z — 2, pour obtenir la
décomposition en éléments simples.

1 1 1
d = -1 2l — —1 2 9 5
® /(9U+2)(a:2+2x+5) z 5 nlx + 2| 10 n(z* + 2z + 5)
-i-i t x—|—1+0
marcan 5 i
Meéme méthode.
2x 2(x —2) 43 90 — 1
f do = R
)/(1—3:4-3:2)2 * 3(1—x+x2)+ g arctan 7 +

Méthode : cette fraction n’a pas besoin d’étre décomposée en éléments simples : elle est elle-méme
un élément simple. Pour I'intégrer, la méthode classique consiste & faire apparaitre la forme u? + 1
au dénominateur :

1—x+ 22

IR EEN



On a donc 2z =1+ 'U,\/g, d’ou dxr = u?du et

/ 2 _ 8\[/1+u\f
(

d
1—x+422)2 v u2 +1)2

8v/3 4 2u
- /(u2+1)2 d“+§/(u2+1)2 du
8v3 1 4
-9 /(u2+1)2 =y T

Il reste a faire u = tan @ dans l'intégrale /

du, ce qui fait du = (tan® 6 + 1)df et

(u? +1)2
1
= du =
/(u2+1)2 “ /tan 9+1
= /cos 0 do
1 (26)
_ / +cos "
0+ sin( 20
= +C.
2
Il ne reste plus qu’a remplacer 6 par arctanu c’est & dire par arctan \/_3 , puis & calculer sin(20)
2tan 6
de la fi le sin(20) = ———.
au moyen de la formule sin(26) T tanZd
x? 1 8 4
————dr = ———+— 4+ —1 —1|— —=1In(z?+4
&) /(x—1)2(x2+4) v 51 Tl gyt
+ tan = + C
55 arctan o .
x? a b cr+d
Méthode : = .
hode: TR 14) (w12 Tr-1 214
Le dénominateur s’annule en x = 1 et en z = +2i.
z? Lo td x? —16i + 12
= = — et 2ic =——= =
¥?2+4),, 5 (x=1)2) _,; 25
. 1 8 12 . 8 . -
Doia = -, ¢c = ——,d = — et, en faisant x = 0, b = —. Puis on utilise la formule
5 ) 25 25 25

1 T
———— dxr = — arctan —.
22 + a2 a a



