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b
Une intégrale f(z) dz est dite généralisée si a ou b est infini, ou si f n’est

pas définie en a ou en b. Si on connait une primitive F' de la fonction f alors
b
/ f(z) de = lin}) F(z) — lim F(x) (si ces limites existent et sont finies). Si on ne
r— r—a
conmnait pas de primitive de f il faut comparer la valeur absolue de f a une autre
b
fonction dont on connait la primitive, pour savoir si 'intégrale / f(z) dz existe;
on dit alors qu’elle est convergente. ‘
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a) La fonction qu’on veut intégrer entre 0 et 3, c’est a dire la fonction ——,
) g T
n’est pas définie en x = 3; on écrit donc
S dx ) © dx
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b) Faisons de méme avec la fonction 5 (pas définie en x = 2); cette fois-ci sa
—x

primitive —In(2 — z) tend vers 400 quand z tend vers 2, on dit alors que 'intégrale
/2 dv .
diverge.
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c) L’intégrale/ d—x2
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est divergente parce que

d) /4 dr = lim/c—dx + lim 4—dx
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= o0, l'intégrale diverge.
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e) / e fsinz dr = lim / e “sinz dr
a a

c——+400

= lim {—
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L’intégrale I = / Log(sinu) du est calculable (c’est le but de cet exercice), bien
0
que la primitive de Log(sinu) ne le soit pas.

a) Comme Log(sinu) n’est pas défini en v = 0 ni en u = 7, on écrit

/2 ™
I = / Log(sin u) du+/ Log(sinu) du
0 us

/2
w/2 T—c
= limo Log(sinu) du + lir% Log(sinu) du.
c—VJe c—VJn/2

Cependant ces deux dernieéres intégrales sont égales (ce qu’on peut voir en faisant le

changement de variable u = 7w — t), il suffit donc de calculer la premiere.
w/2

Pour démontrer I'existence de lim Log(sinu) du, c’est a dire la convergence de

—
cOC

w/2
I'intégrale impropre / Log(sinu) du, on utilise le critére 2 de la proposition 8.3.
0
On a

Log(sinu) _ Log (*"u)
Logu Logu
~ Log (%) + Logu
N Logu
1 .
_ Log (sm u) 41
Logu u
. sinu . |Log(sinu) L
ol tend vers 1 et Logu vers —oo, donc lim | ———=| = 1, ce qui implique

U u—0| Logu

(pour u assez proche de 0)

Log(si
‘M < 2 = |Log(sinu)| < 2|Logu.

Logu
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Le critere s’applique et / Log(sinu) du converge.
0

L’intégrale / Log(sinu) du = lir% Log(sin u) du converge aussi (par le change-
w/2 U Jr/2
ment de variable u = 7 — t), vers la méme limite.

w/2 w/2
b) La relation / Log(sinu) du = / Log| cost| dt s’obtient par le changement
0 0

de variable u = —~ — t. L’intégrale de m/2 & 7 (de chacune des deux fonctions

Log(sinu) et Log| cosu|) est égale a son intégrale de 0 a /2 donc
I = / Log| cosu| du.
0

w/2 T
c¢) En faisant w = 2¢ on obtient I = 2/ Log|sin(2t)| dt. On a aussi / Log|sin(2x)| dx =
0 T

/2
w/2

Log|sin(2t)| dt (par le changement de variable z = g +1t), et on déduit de ces
0
deux égalités

I:/ Log| sin(2u)| du.
0

d) Compte tenu que |sin(2u)| = 2sinu|cosu| (pour u € [0,7]) et compte tenu des
questions précédentes,

I = /Log(2sinu|cosu|) du
071'

= / (Log2 + Log(sinu) + Log| cosu|) du
0
= 7wlhog2+1+1

d’ou |I = —7wLog2|.

+° Log“t Log“t _ Log*2
a) L’intégrale / O% dt diverge si 3 < 1 parce qu’on a O% > ogﬁ avec
) ¢ .y ¢ ¢
o dt

Log®2 constante strictement positive, et on sait que / 7 diverge.
2
20 Log™t
t8

pour t assez grand, ou on peut choisir la constante € aussi petite qu'on veut. On

Log“t 1 ot
la choisit de sorte que § — ae > 1; on a alors 8% < avec / oz
2

6 T thae
0 Log®t
t8

Vérifions que l'intégrale / dt converge si § > 1: on sait que Logt < t°
2

convergente, donc / dt est aussi convergente.
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% Log(1 + t%)
0 tv
/1 Log(1 +t%) gt et /+°° Log(1 + t%) gt

0 18 1 t8
Pour la premiere on utilise I’équivalent Log(1 4 t*) ~ t, c’est a dire les inégalités
t*(1—¢) < Log(1+t%) < t*(1+¢) pour ¢ voisin de 0. On se rameéne donc a 'intégrale

b) Dans l'intégrale dt il y a deux intégrales généralisées, qui sont

dt
/ prmnd qui converge si et seulement si § —a < 1 c’est a dire f < o + 1.
0

Pour la deuxiéme intégrale on procede comme a la question a), en utilisant les
inégalités 1 < Log (1 4 t*) < ¢° pour t assez grand.

T2 Log(1 + t*
Donc / % dt converge si et seulement si 1 < < a + 1.
0

) /*Oo sin p /“ sin i + /+°° sin q
c — = dx = — = dx — = dx.
o (1 +aP) o (1 + 2P) o (1 +28)

Pour la premiere intégrale on utilise la méme méthode qu’a la question b): quand
x tend vers 0, sinz est équivalent & z et 2%(1 + 2°) = 2% + 277 est équivalent au
terme de plus bas degré donc

sine ) 4T e sif3>0
(1 + 2P) z 1 :
ro+B8  gpatB-1 si 0 <0.

“  sinx
On conclut que
xOé

a<?2 {Oz+ﬂ<2
0 (1+2P) ‘

£5>0 6<0
dx, on se débarasse de sinz (qui

1
(1 + 28)
Comme F = — cosz+constante, on choisit la constante égale a 1 de facon que
F = —cosx + 1 soit positive. On obtient

T sing ¢ ¢
Y e = [ FG=[FG] - | FG. 1
| i e [ Fo-tri- [ ro 1)

On considere d’abord le cas ol au moins une des deux constantes v ou a + (3 est

dx converge si et seulement si {

T sing
Pour démontrer la convergence de / —_—
o w(14af)

n’est pas de signe constant) en intégrant par parties avec F' = sinx et G =

strictement positive; alors 2%(1 + 2”) = 2% 4+ 2? tend vers +oo quand z — +o0, ce
qui fait que le terme entre crochets dans (1) tend vers 0 quand ¢ — +o0. Le dernier

(& (&
terme dans (1), c’est a dire —/ FG = / F(—G'), est une fonction croissante
a

a

a+ Bz
(xa + Ia-‘rﬁ)Q
grand). D’autre part on a F' < 2 donc

[ reers [ae) = p-a;
’ ’ = —2G(c) + 2G(a)
< 2G(a)

de ¢ parce que FF > 0 et -G’ = > (0 pour = > a (en choisissant a assez

c

et par conséquent lim F(—@') est fini. Tout ceci permet de déduire de (1) que

C— 100
+ a

Iintégral / sz,
mtegrale ——— A converge.
S A ) ¢



T sing
Il reste a vérifier que / = dx diverge si a < 0 et a+ (3 < 0: dans ce cas
x
a

(1+2P)
on a z%(1 + a%) = x® + 2°# < 2 et par conséquent

2km+m : 2km+m _:
Sin x s x
/ oz—ﬁ dx 2 / dr = 1.
2km x (1 +T ) 2k 2

Cette inéoalité sche 1a fonction ¢(c) /+°° sinx
ette inégalité empéche la fonction ¢(c) = _—
s . @ (l+a)
2km+m sin
une limite finie L quand ¢ — +o00: si c¢’était le cas, / —— dx =
2km xa(l + :L‘ﬁ)
¢(2km + ) — ¢(2k7) tendrait vers L — L = 0 quand k — +o0.

dx de converger vers

. L T sina
En regroupant toutes ces conditions sur « et 3 on conclut que l'intégrale —dx
o a*(l+a”)

converge si et seulement si —f<a<2oul<a<2-—70.

Si on veut appliquer la formule de la moyenne (théoréme 6.5) il faut supposer en plus
des hypotheses de I’énoncé que la fonction g est positive (I'inégalité de la moyenne

@) [0 < 10 < sy [

est fausse si g n’est pas de signe constant, voir par exemple le cas g(x) = sinz avec
f(z) = e " et [a,b] = [2km, 2k7 + 27]).

Supposons donc d’abord que g est positive. D’apres la formule de la moyenne on a
pour tout ¢ > a

/:fg < SUP{f(w)}-/anﬁf(a)M

puisque la fonction f (supposée décroissante) a pour maximum f(a), et 'intégrale
C

Py(c) = g est supposée bornée par une constante M indépendante de c. Ceci
a

C
prouve que la fonction (croissante) H(c) = / fg converge vers une limite finie
a

—+00

quand ¢ — +o00, c’est a dire fg converge.

a
+0o0

Si on ne suppose pas g positive, la convergence de fg peut néamoins étre

a
démontrée sans utiliser la formule de la moyenne, mais en utilisant la méthode

d’intégration par parties de 'exercice 4 c), dans le cas ou f est dérivable:

/ o o= Uel- / 1,
— ()~ f@(a)+ [ (-1

—+00

converge quand ¢ — 400 vers 0 — f(a)yy(a) + (—f")1by, cette derniere intégrale

convergeant du fait que |(— f")1),| est majoré par |(—f)M| = (—f')M, dont I'intégrale
de 0 & +o00 vaut f(a)M.

+oo
La fonction F(«) = /
, 1t

elle ne l'est pas (sa valeur est infinie).

est définie pour a €]1,4o00[; par contre si a = 1

Soit ap €]1,+o0[, on veut démontrer qu’elle est continue en . On applique le
théoreme 10.7, non pas sur l'intervalle |1, +oco[, mais sur un intervalle fermé [ay —
g, ap + €] inclus dans |1, +oo[. Alors les trois conditions du théoreme sont vérifiées:



e Pour a € [ag — &, ap + €] fixé, la fonction (positive) ¢ — est intégrable (elle

ta

1
est inférieure a t — et dont on sait qu’elle est intégrable de 0 a 4+00);

e pour ¢ € [0, +oo] fixé, la fonction « — est continue;

1+t

e Pour a € [ag — &, + €], la fonction (positive) ¢ +—

T est majorée par une

fonction intégrable indépendante de a:: c’est la fonction ¢ —

tao—a :

Calculons maintenant cette intégrale. Si o est un nombre rationnel 2—9, le changement
q

+o0 q—1
F(a) = /0 a7t du,

1+ wp

de variable ¢t = u? donne

et on s’appercoit que le cas p pair est préférable au cas p impair (si p est impair le
polynoéme 1 + uP a une racine réelle). Cependant il existe toujours p et ¢ pairs tels

_P p __sp .
que o = =: s’ils ne le sont pas, on remarque que — = 5, Puis on remplace p par 2p
q q

q
et g par 2q.
Apres cette opération, p est pair et par conséquent le polynome 1 + u” a p racines

complexes conjuguées deux a deux qu’on appelle ug, uy, ... ,UB_1,Ug, Uty ..., UB_].
Pu)  qu!
Q) 1+w

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle est

NI
—

Ol
—~|—
SRS
S— | ~—
I
bl
=15 T

P(u)/Q(w) , N~ P()/Q (@)

£-1
uUu—1mu
k=0 k

—1
2u — uy, — Uy, g, — Uy, )
R ug? + u?
( Clu—w)(u—m) " (u— ) (u— )

VS|

T I
o~

=0

ou on a utilisé la relation z +Z = 2R(z) (= deux fois la partie réelle de z) pour tout
nombre complexe z, et on a remplacé u,? = par —1 puisque 1+ux? = 0. La premiere
fraction appartient a R et son numérateur est la dérivée de son dénominateur; sa
primitive est donc un logarithme. La primitive de la deuxieme fraction est un
arctangente (voir formulaire du cours). Donc

(M|
[y

+o00 P —R uU——+00
(v) du = -2 {?R (ux?) Log |u — up|” — 2 () arctan uo—(uk)} :
) Q) p 2 ) o
(
g
Remarquons que la somme Z%(ukq) Log |u — ug)® est nulle en v = 0 puisque
k=0
g
%(qu)
k=0

Log ]—uk\Q = Logl = 0; et que, pour u — +00, elle est équivalent a Log | u

qui tend aussi vers 0 quand u — 4o00: pour s’en convaincre il suffit de calculer la



P
23

i(2k+1)

racine ug, qui vaut e /P puis la somme géométrique E ug? qui vaut 0. Donc

k=0
dans Pexpression (x) le terme en logarithme est nul.
p_

27 < ™27
Le terme en arctangente est la partie imaginaire de = E ug? (7T - —— —k’)
p p
k=0

¢’est donc la somme d’une somme géométrique (nulle) et d’une somme géométrique-

n—1
. 1 -1 n+l n +
dérivée. En utilisant les formules kzo a” = Z “y et Z ka* = (n >Ela ) 2n a a
D __
20 < 2 )
on obtient ' Zukq (7r _T_ —Wkr) = L/p c’est a dire
p = p P sin(mq/p)

/+°° dt 7/«
o 1+t sin(r/a)’

oo dt
Cette relation se prolonge par continuité a tout réel a > 1, puisque / T et
0
T/
,; sont des fonctions continues de a.
sin(7 /)
! 1
L’intégrale / e 'ttt dt converge parce que 0 < et <t = pren avec
0
1— z< 1.

“+oo
L’intégrale / e ‘"1 dt converge parce qu’on a (pour ¢ assez grand)
1

P 4t _t
0<e it !<elez =¢ 2,

['(z + 1) se calcule en intégrant par parties, avec F'(t) = e™" et G(t) = t*.
['(n) = (n — 1)! pour n entier, se déduit de I'(z + 1) = «I'(x) par récurrence.
Le théoreme 10.8 permet de dire que la fonction I est dérivable en tout zy €]0, +o0]

x
puisque, en localisant z dans l'intervalle [EO’ 2:B0] par exemple on a:

_ la fonction (positive) ¢ — e 't*! est Lebesgue-intégrable pour t € [0, +00], c’est
a dire elle et sa valeur absolue sont intégrables;

_la fonction x — e~ '*~! est dérivable;

_ sa dérivée, qui vaut e ‘t*"'Logt, est majorée en valeur absolue par une fonction

Lebesgue-intégrable qui ne dépend pas de z: ¢’est la fonction ¢ — e t¢max(z0/2=1.2z0=D] oot

arctan(tx)
t(1 + t2)

une fonction continue (qui vaut x en ¢ = 0). Son intégrale de 0 & +oo converge
arctan(tx) /2

(1412 |~

La fonction tend vers x quand t — 0; on peut donc la considérer comme

d’apres le critere 1 de la proposition 8.2 parce que

+o00 1
On la dérive en appliquant le théoreme 10.8. Sa dérivée f'(x) = /0 0521+ 229 dt

tan(tz) — arctan(t) ] 2
L an(tx) — arctan(t) _ 7/ donc

ELog(x +1) six >0



= —Log(1 —t) est

9. Le développement en série entiere de la fonction Log1 ;

n

+o0
—Log(1—1t) = Z -
n=1

et, par le théoreme de convergence monotone,
+oo n+1

x [ +° n +oo T yn
[E8) eSS -Sa
S
Dans le cas z = 1 la somme ; m se calcule par élimination, du fait que
+00 1
m = %—%H, et elle vaut 1_N;—{—1’ D’oﬁ; m =1= /0 Log1 — dt.



