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Fascicule de résultats

1 Intégrabilité, intégrale

Définition 1.1. — Soit I = [a,b] un intervalle compact. Une subdivision pointée P de 1 est la
donnée d’une subdivision Iy = [xg,z1],1o = [z1,22],..., 1, = [Xn_1,2n] de 1 (avec a = xg < x1 <
- < x, =b) et d'un « pointage » de cette partition, c.-a.-d. des points t1 € Iy,...,t, €1,. On la

notera P = {(I,t1),..., (I, tn)}, et on appellera les t; des points de marquage de P.

Définition 1.2. — Soient f une fonction numérique quelconque définie sur lintervalle [a,b], et
P ={(I1,t1),...,(In,tn)} une subdivision pointée de [a,b]. On appelle somme de Riemann de f

associée a P la quantité :
n

S(£.P) = Ikl f(t).

k=1
Définition 1.3. — Un pas, ou jauge, est une fonction § définie sur [a,b] et d valeurs dans ]0, +o0].
Une subdivision pointée P = {(I1,t1),...,(In,tn)} sera dite adaptée au pas, ou encore d-fine, si,
pour tout 1 <k <n on a
o(t) 6(tx)

I, Cltp — t —.

RC - =5t ]
On remarque en particulier que |Ix| < d(tx).
Définition 1.4. — Soit f une fonction numérique définie sur [a,b]. La fonction f est dite inté-

grable s’il existe un nombre réel S tel que, pour tout € > 0, il existe une jauge d. sur [a,b] telle que,
pour toute subdivision d.-fine P, on ait

IS(f,P) — 8| < e.

On notera I([a,b]) Uensemble des fonctions intégrables sur [a,b]. Le nombre S ci-dessus est appelé
intégrale de la fonction f sur [a,b] et est noté

b

foube.

a

,[[a b] f(@)dz ou encore J f(z)dx, voire J

a [a,b]

Lemme 1.1 (Lemme de Cousin). — Pour toute jauge 6 > 0 sur [a,b], il existe une subdivision

0-fine.

Théoréme 1.1 (Critére de Cauchy). — Une fonction f : 1 = [a,b] — R est intégrable si et
seulement si, pour tout € > 0, il existe une jauge 6. telle que, si P et Q sont deuxr subdivisions
0--fines, alors

IS(f,P) =S(f, QI <e.

Définition 1.5. — On dit que f est Lebesque-intégrable sur [a,b] si f et |f| sont intégrables.
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2 Propriétés élémentaires

Théoréme 2.1. — Une fonction continue sur [a,b] est intégrable (et méme Riemann-
intégrable : on peut se limiter auz jauges d. constantes sur [a,b]).

Théoréme 2.2 (Linéarité). — Si f et g sont des fonctions intégrables sur 1, et si A est un
nombre réel, alors f + g et A\f sont intégrables, et l’'on a les identités

o=l fon pr=a]

Théoréme 2.3 (positivité). — Si f € Z(I) vérifie f > 0, alors

=

En particulier, si f,g € Z(I) vérifient f > g, alors

[

Théoréme 2.4 (Relation de Chasles). — Soient f : [a,b] — R et ¢ €]a,b[. Alors f est in-
tégrable sur [a,b] si, et seulement si, ses restrictions a [a,c| et [¢,b] le sont. Dans ce cas, on a la

relation
REWEW
[a,b] la,c] [e,b]

C’est pourquoi l’on note aussi l'intégrale de f sur Uintervalle [a,b] sous la forme

J[a,b] /= J: /

3 Formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

Théoréme 3.1. — Soit F : [a,b] — R dérivable sur [a,b] (c.-d.-d. dérivable sur]a,b| et admet-
tant en a (resp. en b) une dérivée a droite (resp. d gauche)) , de dérivée f. Alors [ est intégrable
et l'on a

b
J f=F() - Fla).

Soit f une fonction intégrable sur [a, b] ; on sait, comme lintégrale a la propriété de restriction aux
sous-intervalles, que f est intégrable sur [a, 2] pour tout x € [a,b], et on peut donc définir

X

vro)=| £ o€ lad],
a

Théoréme 3.2 (Primitive des fonctions continues). — Toute fonction continue f admet une

primitive, €gale a une constante prés a y.

Théoréme 3.3 (Intégration par parties). — Soient F et G deux fonctions dérivables sur [a, b].
Alors F'G est intégrable si et seulement si FG' ’est. Dans ce cas, on a la formule

b b
J F'G = [FG)} ,J FC'.

a a

Théoréme 3.4 (Changement de variable). — Soient g une application dérivable sur l'inter-
valle compact [a,b], et f une fonction admettant une primitive sur lintervalle g([a,b]). Alors

g(b) b
J f(z)dz = J Fla(t)g(8) dt.
g(a)
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Théoréme 3.5 (Formule de la moyenne). — Soient f, g deuz fonctions définies sur [a,b]. On

suppose f,qg et fg intégrables, g positive, et f bornée. Alors

b b

inf{f(z),z € [a,b]}J

a

g(z)dr < J

a

f(xhﬂw>dxf£sup{f(w%ar€[a,H}J

g(z)dz.

a

Si de plus f est continue, alors il existe un point c € [a, b] tel que

a

fﬂ@%@m

Corollaire 3.1. — Si f est continue sur [a,b], alors il existe ¢ €]a,b[ telle que

a

4 Calcul de primitives

Remarque :
Primitives usuelles :

1
Jm“dm: Tﬂx‘”l +C, a# -1

J' (a+ib)x dl‘ _

(a+7b)x C ib 0
a+ zb +Catib#

J'cosa:da: =sinx + C

J dx_Log‘tan ‘—FC
sinx 2

Jcotgxdx = Log |sinx|| + C

J 1
sin®

Jshxdx =chx+C

= —cotgz 4+ C

Jthxda: = Logchxz + C

1
J—dx—Qarctan( ")+ C

chzx

JhQ

dzx =thx +C

b
jmexzw—@ﬂ@

pour cette partie, refaire les exercices des travaux dirigés.

1
dex:Log|m|+C
sinwxdx = —cosx + C

tanx dx = — Log|cosz| + C

dx =tanz + C
dz = Log|tanx| + C

chxdx =shx+C

dz = Log|shz| + C

= —cothx +C

|
J
|
=
| ez
J
Jhi x—Log‘th ‘ e
|
|
Es
| v
J
=

1 1
Jidx:Log|thx|+C *farctaanrC
shzchz x? a
1 1 T —a x
J7x2_a2dx:%Log v ta +C T m—arcsmM—i—C
1 g2
Jﬁdx:Log(x+ x2+a2)—|—C \/—d$—LOg|JU+ —&2|+C
1 T x
———de=———+0C = —— +C, 0
J($2+a)3/2 v a\/az:Q-i-aJr 3/2 - ava — 22 +C a7
Fractions Rationnelles :
Théoréme 4.1 (Décomposition en éléments simples). — Soient P et Q deux polyndmes a

coefficients complexes sans racine commune. Soient aq, ...,

a, les poles de P/Q. Alors il existe un
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polynéme E, des nombres entiers c; € N*,1 <1i <7 («a; est appelé multiplicité du pdle a;), et des
nombres complezes Aj, 1 <k <r 1 <5<, tels que

P T
W B+

k=1 j=1

Fractions rationnelles en sinus et cosinus : soient P et (Q deux polynoémes de deux variables,
a coeflicients réels. On cherche & intégrer une fonction de la forme P(cos z,sinx)/Q(cos z,sinx), et
pour celd on rappelle les formules de trigonométrie suivantes : si 'on pose t = tan(z/2), alors

_ 2t 1—¢?
sine = —— et cosz = ——.
1+ ¢2 1+1¢2
On obtient alors facilement le dzx, qui est donné par
2d¢
de = ——
Tl

et 'on en déduit que

JP(cosx,sinx) _JP((l—tZ)(l—i-tQ)1,(2t)(1+t2)1) 2dt
Qeosz,sinz) ) QU1 —#2)(1+2)~1, (2t)(1 +#2)~1) 1 4 ¢2°

5 Intégrales « impropres »

On peut étendre les définitions de subdivision, de jauge, de finesse, de somme de Riemann aux
intervalles non compacts, et donc définir 'intégrale de Riemann généralisée, ainsi que l'intégrale
de Lebesgue (les fonctions absolument intégrables) pour des intervalles non compacts : ouverts ou
non borné.

Ce qu'’il faut cependant retenir, c’est le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 (Théoréme de Hake). — La fonction f : [a,+oo[— R est intégrable si, et
seulement si, pour tout ¢ € [a,+oo[, f est intégrable sur [a,c|, et si la limite

i | =t

existe. On a alors

Jm f(z)dz = L.

a

Corollaire 5.1. — Avec les mémes notations, f est Lebesque-intégrable sur [a,b] si, et seulement
si, pour tout ¢ € [a,b], [ est Lebesque-intégrable sur [a,c|, et si les limites

lim ch(x)dx et lim J \f(2)] dz

c——+o0 a
existent.

Un théoreme analogue est valable pour les fonctions définies sur un intervalle semi-ouvert borné,
du type ]a, b].
Une notion tres important est celle de fonction Lebesgue-intégrable sur R :

Proposition 5.1. — La fonction f: R — R est intégrable si, et seulement si, la limite

lim Jb fx)dz =1L

a— —00,b——+o0 a

existe. Dans ce cas,

Enfin f est dite Lebesgue-intégrable sur R (on note f € L(R)) si f et |f| sont intégrables sur R.
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Cette notion généralise celle de Lebesgue-intégrabilité sur un intervalle, par simple prolongement
trivial : si f est définie sur [a,b] par exemple, on peut la prolonger par zéro hors de [a,b], et la
Lebesgueintégrabilité de f sur [a,b] est équivalente & celle de la fonction prolongée sur R.

Soit f une fonction définie sur Uintervalle [a,4+o00[. On suppose f intégrable sur tout sous-
intervalle compact de [a, +oo[. L’intégrale

I= J‘+0<> f(z)dx

a

est dite convergente si f est intégrable sur [a,+oo[. Elle est dite absolument convergente si f
est Lebesgue-intégrable sur [a, +o0o[. Sinon, on dit qu’elle est divergente. Le cas des autres types
d’intervalle donne lieu a une terminologie analogue.

Proposition 5.2. — Si f est continue sur [a, +00], la convergence absolue de I implique sa conver-
gence.
Proposition 5.3 (Critéres de convergence en +00). — Awvec les mémes notations que ci-

dessus, on a

1. Si |f(x)] < 7 pour un certain o > 1 et pour tout x assez grand, alors I est absolument
convergente.

2. Si|f(x)| < exp(—nzx) pour un certain n > 0 et pour tout x assez grand, alors 1 est absolument
convergente.

3. Si|f(x)] > 2% pour un certain o < 1 alors I est divergente.

Soit f une fonction définie sur I'intervalle |a, b], intégrable sur [c, b] pour tout a < ¢ < b. L’intégrale

1= rf(x) da

a

est dite convergente si f est intégrable sur ]a,b|. Elle est dite absolument convergente si f est
Lebesgue-intégrable sur ]a, b]. Sinon, on dit qu’elle est divergente.

Proposition 5.4 (Critéres de convergence en un point fini). — Avec les mémes notations
que ci-dessus, on a

1. Si |f(z)] < 1/|z — a|™ pour un certain o < 1 et pour tout x assez proche de a, alors 1 est
absolument convergente.

2. Si|f(z)| < |nLog|z — al| pour un certain n > 0 et pour tout x assez proche de a , alors 1 est
absolument convergente.

3. Si|f(x)] > 1/|z — a|® pour un certain o > 1 alors I est divergente.

Théoréme 5.2 (Comparaison séries-intégrales). — Soit f une fonction positive sur l'inter-
valle [a,+00[. Pour que l'intégrale

I= J+w f(z)dx

a

soit (absolument) convergente, il faut et il suffit qu’il existe une suite croissante (), tendant vers
400, et telle que la série de terme général

soit (absolument) convergente.
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6 Théoremes de convergence, applications

Définition 6.1. — Soient 1 un intervalle queconque de R et f : 1 — R ; on dit que f est
intégrable au sens de Lebesgue (ou Lebesgque-intégrable, ou « L' », ou absolument intégrable) si f
et | f| sont intégrables.

On note L(I) l'espace des fonctions Lebesgue-intégrables sur I.

Proposition 6.1. — Soient f, g deux fonctions intégrables, telles que pour tout x € 1, on ait
|f(@)] < g(z).
Alors f est Lebesque-intégrable, et
[ o< [in<]e
1 I I
Proposition 6.2. — L’espace L(I) est un espace vectoriel. Par ailleurs, si f,g € L(I), alors

max{f,g} et min{f, g} sont aussi Lebesgue-intégrables. Si de plus g est bornée, alors fg € L(I).

Théoréme 6.1 (Convergence monotone). — Soit (f,) une suite de fonctions définies sur 1,
et f une fonction définie sur 1. On suppose que

les fonctions f, sont Lebesgque-intégrables,

la suite f, est croissante,

o v =~

elle converge simplement vers f,
4. et la suite des intégrales II fn est majorée.
Alors f est Lebesgue intégrable et
lim J fo(z)de = J lim f,(x)dx = J f(x)da.
1 1

n—-+o0o 1 n—-+o0o

Théoréme 6.2 (Convergence dominée de Lebesgue). — Soit (f,) une suite de fonctions
Lebesgue-intégrables sur 1, convergent simplement vers une fonction f. On suppose qu’il existe
une fonction Lebesgue-intégrable g telle que

Ifn(2)] < g(z), YzelVneN.

Alors [ est Lebesgue-intégrable sur 1, et

"ETOO L Jn= L "ETOO Jn = L /

Corollaire 6.1. — En reprenant les mémes notations, si I est compact, si chaque fonction f,
est Lebesque-intégrable, si la suite (fy) est uniformément bornée sur [a,b] (c.-a.-d. il existe une
constante M > 0 telle que |f,(x)] < M,Va,n) et converge simplement vers f, alors

lim Jb folz)dz = Jb f(x)da.

—
n+ooa a

Corollaire 6.2. — Si (f,) est une suite de fonctions Lebesque-intégrables sur [a,b] qui converge
uniformément vers f sur [a,b], alors f est intégrable et

lim Jb Fulw)dz = Jb F(z) da.

n—-4o0o a a
Théoréme 6.3 (Continuité sous le signe intégral). — Soient] = [a,b] et T = [c,d], et f(z,1)
une fonction définie sur [a,b] X [c,d]. On suppose que :

1. Pour tout t € T, la fonction x — f(x,t) est Lebesque-intégrable en la variable x sur 1,
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2. pour tout x € 1, la fonction t — f(x,t) est continue en la variable t sur T,

3. il existe une fonction Lebesque-intégrable g sur 1 telle que
|f(z,t)] < g(x), V(1) €IxT.

Alors la fonction

t— J flx,t)dx
I
est continue sur T = [c, d].

Théoréme 6.4 (Dérivabilité sous le signe intégral). — Avec les méme notations que plus
haut, on suppose que :

1. Pour tout tg € T tel-que x — f(x,ty) est Lebesgue-intégrable.
2. Pour tout z, la fonction t — f(z,t) est dérivable.

3. 1l existe g, Lebesgue intégrable sur 1, telle que

Alors pour tout t, les fonctions

of
E(‘x’ t)

x— fx,t) etx—

sont Lebesque-intégrables sur [a,b], et la fonction

t— be(x,t)dx

a

est dérivable sur T, de dérivée



