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Corrigé de la feuille 5

On appelle ”limite inférieure d’une suite u,,”, la limite (quand n — 4o00) de la borne inférieure de
I’ensemble des ug pour k > n.

On appelle ”limite supérieure d’une suite u,,”, la limite (quand n — +00) de la borne supérieure
de ’ensemble des uy pour k > n.

Le lemme de Fatou (dans le cas de fonctions positives) dit que si les fonctions f,, : I — RT sont

intégrables et si lim inf ( / fn> est finie, alors lim _iirnf fn est intégrable et
I n—-—+0oo

n——4oo
o <l .
[ (iming ) <3 (/)

Démonstration: Soit x € I fixé. D’apres la définition des limites inférieures, liminf f,(z) est la

n—-+4oo

limite de la suite croissante
hn(x) = inf{fi(z), k > n}. (%)

Chaque fonction h,, est intégrable d’apres le théoréme de convergence monotone, parce que h, () =
lir_rg inf{fx(z), n > k < m} est la limite d’une suite décroissante de fonctions intégrables
m—+00

positives. On déduit de (%) que /hn < /fk pour tout k£ > n, d’ou
I I

/Ihnginf{/lfk,kzn}. (%)

Le second membre de (#x) est une suite croissante de réels, qui tend vers lim inf < / fn)
I

n—-+4oo

/Ihnﬁggirgg(/lrfn) (2 %)

Le second membre de (* x x) est une constante finie d’apres 'hypothese, ce qui permet d’appliquer
le théoreme de convergence monotone a la suite croissante de fonctions h,,, d’ou 'intégrabilité de

lim h,(z) et
lim (/ hn) = /( lim hn) (o s )
n—-+00 I 1 \n—too

n—-+oo
Compte tenu que lim h,, = liminf f,,, on déduit de (x * *) et (x * %)
n—-+oo n—-4oo

) < |
[ (imins) <simpne (/)

Le lemme de Fatou n’est pas destiné a étre utilisé dans les exercices mais est le passage obligé pour

On a donc

la démonstration du théoreme de convergence dominée.

On applique le théoréme de convergence dominée & la suite de fonctions f,(z) =

x € [0,7].



Représentons ces fonctions pour n =1, 3,10 et 100 (la plus petite est f; et la plus grande fig9):

0.1

Puis vérifions les trois conditions du théoreme:

e chaque fonction f, est Lebesgue-intégrable sur I'intervalle [0, 7] car continue (quotient de fonc-

tions continues non nulles si n > 1);

sinx

o lim f,(x)=sinz (parce que f,(z) = ——
n—-+oo = _|_ 1

e | f| est majorée par une fonction intégrable qui ne dépend pas de n: par exemple

Fula) sin x

xT) =

n
Donc le théoreme de convergence dominée s’applique et

lim / fn) :/ < lim fn> :/ sinz de = 2.
n—-+o00 ( 0 0 n—+o0o 0

—asinx

et ~ tend vers 0);
n

< sinx pour tout x € [0, 7.

On applique le théoréme de convergence dominée & f,(z) =e
a — +oo, on peut se limiter & a € RT.
Représentons ces fonctions pour @ = 1,2,3,4 (la plus grande est f; et la plus petite f4):

avec ¢ € [0,7]. Icion a a € R,
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Puis vérifions les trois conditions du théoreme:

e chaque fonction f, est Lebesgue-intégrable sur 'intervalle [0, 7];

° hrf fa(z) = 0 presque partout (plus précisément, sauf aux points z = 0 et = 7 ou le sinus
a——+00

s’annule);

e | f.| est majorée par une fonction intégrable (sur [0, 7]) qui ne dépend pas de a: par exemple la

fonction constante g(x) =1.

La limite de fa est donc / 0 dx = 0.

Remarquons que I’énoncé ne dit pas que a est entier, mais la limite est la méme pour a réel parce
que tout réel est compris entre deux entiers: n < a < n+ 1, et par conséquent f, > fo > fot+1.
On applique le théoréme de convergence dominée & f,(x) = e 5% avec z € [0,7]. Icion a a € R,
a — 0, on peut se limiter & a € [—1,1].
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)50 (la plus petite est f; et la plus grande f i ):
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Représentons ces fonctions pour a = 1,
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Puis vérifions les trois conditions du théoreme:
e chaque fonction f, est Lebesgue-intégrable sur I'intervalle [0, 7];
. lin%) fa(z) =1 pour tout z € [0, 7];
a—
e | f.] est majorée par une fonction intégrable (sur [0, 7]) qui ne dépend pas de a: par exemple la
fonction constante g(z) = e! majore les | f,| pour a € [-1,1].
s 1 us
La limite de / fa quand a — 0 (avec a= 7> est donc / 1dx =m.
0 n 0
Remarquons que I’énoncé ne dit pas que a est un inverse d’entier, mais la limite est la méme

. . 1 ,
pour a réel parce que tout réel est compris entre deux entiers: n < — < n + 1, et par conséquent
a
fr<fa<f.

sin(nx
On applique le théoréme de convergence dominée a f,(z) = (nz)

avec z € [0, 7).
Représentons ces fonctions pour n = 1,3,5,7 (la plus grande est f; qui vaut 1, et celle dont la
courbe est la plus proche de laxe des x est f7):
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Puis pour n = 2,4, 6,8 (f2 est la fonction cosinus, et fg est celle dont la courbe est la plus proche

de I'axe des x):
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Puis vérifions les trois conditions du théoreme:
e chaque fonction f, est Lebesgue-intégrable sur Uintervalle [0, 7] (apres l'avoir prolongée par
s s . . 1 si n est impair
continuité en posant f,,(0) = hn%) fa(x) =1et fo(r) = lim f,(z) = { 1 P
r— Tr—T —

si n est pair;

—— =0six €]0,7[;
n—-oo n—-+o0o N SIN T
e |fn| est majorée par une fonction intégrable (sur [0,7]) qui ne dépend pas de n: on vérifie
facilement par récurrence sur l'entier n, Uinégalité | f,(z)| < 1 c’est a dire |sin(nz)| < n|sinz|, en

utilisant la formule sin(a 4 b) = sina cosb + cos a sin b.
s

La limite de / frn quand n — 400 est donc / 0 dx =0.

0 0
1 . T 1 $n+1 ,
2. a) /0 nz" f(z) do = [nn+1f(x)]0—/o nn+1f(x) dz.

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoreme de convergence dominée a la seconde intégrale, compte

n+1 ,
— /@)

e lim f,(x) =0 presque partout parce que —1 < sin(nz) < 1et lim
0,7

n+1 1

tenu que < |f'(z)| = fonction intégrable sur [0, 1], indépendante de n.

T
n
n

mn+1 1
Compte tenu que, pour tout z € [0,1], lim (n = 0, on conclut que lim / na" f(x) de =
n—-4oo n—%l n—-+oo 0

1
£(1) —/ 0 de = £(1).
0
b) Cette fois f est supposée continue en x = 1; on utilise donc les réels € > 0 et a > 0 tels que
si |z —1] < a, alors |f(z) — f(1)] <e,
(olt € peut étre choisi comme on veut, et o dépend de ¢). D’apres la relation de Chasles on a

/01 na” f(z) de = /Ol—a nx” f(x) dx—i—/ll na" f(z) da.

—x

On peut utiliser 'inégalité |f(z) — f(1)| < e seulement dans la deuxiéme intégrale.
-«

La premiere intégrale tend vers 0 parce que sa valeur absolue est plus petite que n(1—a)" / |f(z)| dz,
0
compte tenu qu’on a supposé | f| intégrable, et
lim n(l—a)" = lim e"o8nentosl—a) — iy en(H5 HLog(1-0)) _ (Log(1 — a) < 0).

n—-+4oo n——+oo n—-+4oo

1 1

La seconde intégrale est comprise entre / nz"(f(1) —e) da et / nz"(f(1) + ¢) dz qu'on
11— l1-a
peut calculer puisque f(1) £ € est constante; ces deux dernieres intégrales (apres calcul) tendent
respectivement vers f(1) — e et f(1) + & quand n — +oo. Comme £ > 0 est arbitraire, on conclut
1

que lim na" f(x) de = f(1).

n—-+o0o 0

n—-+4oo

1 n
3. Cet exercice utilise la limite classique lim (1 + ) =e
n

1

1\" 1
(rappelons que (1 + ) est égal a e”LOg(Hn), qui tend vers e parce que Log <1+ ) est
n n

1 1 Log(1+ %
équivalent a4 —, c’est a dire nLog (1 + ) = #n) —1).
n n 1

n

n—-+o00

e (1+%)
On remarque d’abord que / M dr = lim / @ dx: c’est dl au fait que la fonction
1 T 1 z

t
x

G(t) = M dz, comme toute primitive de fonction intégrable, est continue.
x

Ensuite, par le changement de variable x = ¢t on obtient

()" fy MRy L M )
/1 S dxf/l = Int dtfn/1 dt, (*)

T tn t

1+
ce qui n’est pas exactement ce qu’on veut: on veut obtenir n / f(&™) dt. 11 suffit de comparer
1

1
ces deux dernieres intégrales, compte tenu que ¢ est compris entre 1 et 1 + — (qui tend vers 1).
n



On a (dans le cas ou f est positive)

1+1 B B 1+1 F(t)
n/l fEmydt = n/l t dt

t

1\ [ )

(i41)”
< <1—|—711 /1 @dw (d’apres (x))
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1
et, comme 1 > n
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1+ e
donc finalement 111;1_1 n / f@E™) dt = / @ dzx. Si f n’est pas positive, on sait que
n—Tee g 1 T

f = ft—f avec ft = max{f,0} et f~ = max{—f, 0} (fonctions continues positives); il
suffit donc d’utiliser le résultat, qui est valable pour les fonctions f* et f~.

1

On veut dériver ¢(t) = f(z)sin(xt) dz; vérifions les trois conditions du théoreme de dérivation
0
sous le signe ”intégrale” (théoréme 10.8):

e la fonction ¥(x,t) = f(x)sin(xt) est Lebesgue-intégrable pour z € [0,1] car |f(x)sin(zt)| <
|f(z)xt] = |t| - |f(z)x|, ol |t| est constante et on a supposé |z f(z)| intégrable;

e clle est dérivable par rapport a t;

e sa dérivée par rapport a ¢t vaut z f(x) cos(xt), laquelle est majorée en valeur absolue par |z f(z)],
qui est intégrable et ne dépend pas de t.

Le théoreme s’applique et

1
o' (t) = /0 xf(x)cos(xt) dz. ()

1 .
sin(xt
Application: la fonction ¢t — / (z1) dx est égale a la fonction ¢ qu’on vient d’étudier, quand
0 X
f est la fonction z — —. Cette derniére vérifie la condition de ’énoncé c’est a dire, |xf(z)| est

x
intégrable puisque |z f(x)| = 1. Donc, d’apres (xx),

sin(xt) ]~ _ sint
- :

1 1
1
o(t) = / x— cos(zt) do = / cos(zt) do = {
0 0 t =0
. < o sint o
Remarquons que la fonction ¢, c’est a dire la primitive de — n’est pas calculable c’est a dire

ce n’est pas une composée de fonctions usuelles.
Courbe de ¢:

0.4 —




5.

Représentons les f, pour n = 2,3,4,5 (la plus petite est fy et la plus grande f5):

La limite de f,, est nulle c’est & dire, pour tout x € [0, 1] fixé, f,(z) tend vers 0 quand n — +oo.
Vérifions-le:
. . . . 2 2 2
si n est strictement plus grand que la partie entiere de —, alors n > —, donc — < =z < 1, et
x n
d’apres 1'énoncé f,,(x) vaut 0, ce qui prouve bien (d’apres la définition de la limite d’une suite) que
lim f,(xz)=0.
n— 400
1 1
Mais le calcul de / fn donne / fn=1. On en déduit:
0 0
a) qu’il n’existe pas de couple de fonctions intégrables (g, h) tel que g < |f,| < h pour tout n: §'il

1
existait on pourrait appliquer le théoréme de convergence dominée (|f,| < max{|g|,|h|}), et / fn
0

1
tendrait alors vers / 0 dz = 0 au lieu de tendre vers 1;
0

b) la fonction sup f,, n’est pas intégrable pour la méme raison: c’est une fonction qui ne dépend
neN*
pas de n et qui majore les |f,| = fn.

La fonction & intégrer o(t) = 1T est continue en tout ¢ € [0; +-00[ (et méme en t = 0, en posant
1 1
e(0) =1), et T < o (fonction intégrable de ¢ € [1; +o00[ si > 1), donc 1

(par rapport & t € [0; +00]).

T est intégrable

il faut vérifier les trois conditions du théoreme

1+t
(de continuité des fonctions définies par intégrales):

+oo
Pour la continuité de la fonction F'(a) = /
0

° T est Lebesgue-intégrable par rapport a t;
e clle est continue par rapport a a;
1
e pour a € [B;7], sous-intervalle de |1;4+o00[, on peut majorer T par une fonction intégrable

1
1+ t8°
Le théoreme dit alors que F est continue (sur tout sous-intervalle [3; ] C]1; +o0[, donc sur |1; 4+o0[).

qui ne dépend pas de a: la fonction

Calculons maintenant cette intégrale dans le cas ol & est un nombre rationnel =. On peut supposer

que p est pair (8'il est impair, on remplace p par 2p et g par 2¢). Par le changement de variable

t=ul,
o0 q—1
F(a)= / K du.
0 1+ up
Le polynéme 1 + uP a p racines complexes conjuguées deux a deux qu’on appelle ug, uq, ... Up_q

et ug,ut, ..., Uz 1 (c’est pour ¢a qu’on a supposé p pair).



P(u)  qui™!

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle = est
Qu)  1+wp
Pp_1q p_1q
Plu) _ §~ Plun)/Q(w) |~ PEr)/Q' (W)
Q(u) k=0 T Uk per A
21
2 q—p
- 5B
Y2 U — Ug
q i 2u —up — ug U — Uk
= —= %(ukq k i + up? k k)
pi= (u — up) (u — ) (u —ug)(u — k)

ou on a utilisé la relation z + z = 2R(z) (= deux fois la partie réelle de z) pour tout nombre
complexe z, et on a remplacé ug? = par —1 puisque 1 4+ ux? = 0. La premiere fraction appartient
a R et son numérateur est la dérivée de son dénominateur (le dénominateur est |u — uz|?); sa
primitive est donc un logarithme. La primitive de la deuxiéme fraction étant un arctangente (voir
le formulaire du cours),

T P(u) o .a
. ow ™ T 7%

[% (up?) Log |u — ug| — S (ug?) arctan a

e

2
Remarquons que Z R (ur?) Log |u — ug| est nul en u = 0 puisque Log |—uk|2 = Logl = 0; il est nul
k=0
aussi en u — +oo parce que la somme des ug? est nulle (par la formule des sommes géométriques,
u
1_ 2k
U
dépend pas de k et le deuxieme tend vers 0 quand u — 400. Donc dans 'expression (x) le terme
en logarithme est nul.

avec uy, = e!FHD7/P) ot parce que Log|u — uy| = Log |u| + Log , ol le premier terme ne

21
2
T 7T 27
Le terme en arctangente est la partie imaginaire de 2g Z up? (2 - — = k>, qui est une com-
=0 p p
51 i

binaison linéaire de Z ui? (dont on a vu qu'il est nul) et de Z kui?. On calcule cette derniere

k=0 k=0
n—1
-1 n+1l _ n

somme (par la formule Z ka* = (n ) 2na + a)

k=0 (a—1)
g_l ) . /
D’ou 2g Z ug? <7T I Wk) = M c’est a dire
P 2 p p sin(7q/p)

/+°° dt /o
o 14+te  sin(n/a)’

. RN . . oo dt e
Cette relation se prolonge par continuité a tout réel o > 1, puisque 11 et — (/o) sont
0 sin(7/ o
des fonctions continues de «.
! 1
L’intégrale / e 1" dt converge parce que 0 < e 't < 71 = 7= 2vec 1— z < 1.
0

+oo
L’intégrale / e 't*~1 dt converge parce qu’on a (pour ¢ assez grand)
1

N+

0 S tac—l

IN

€

e+

0<e 1< etes = ¢
I'(x + 1) se calcule en intégrant par parties, avec F'(t) = e~ et G(t) = t*.
['(n) = (n — 1)! (pour n entier) se déduit de I'(x + 1) = zI'(x), par récurrence.
Le théoreme de dérivation des fonctions définies par intégrales permet de dire que la fonction I' est

x

dérivable en tout xg €]0, +oo[ puisque, en localisant = dans l'intervalle [70, 2900} (par exemple),
o ¢ '1*7! est Lebesgue-intégrable par rapport a t;
e ¢ t*~1 est dérivable par rapport & z;



0
P (e_ttm_l)' =e "' |Logt| < e * max (t$°/2_1,t2x°_1) |Logt| (fonction Lebesgue-intégrable
T

indépendante de x).

tan(t
Pour x fixé, la fonction W tend vers x quand ¢ — 0; on peut donc la prolonger en une
fonction continue (qui vaut « en ¢ = 0). Son intégrale pour ¢ € [0; +00[ converge d’apres le critere
d . arctan(tx) < /2
e comparaison parce que |————=—>| < ——.
P paree die |G ey | = 18
On la dérive en appliquant le théoreme de dérivation des fonctions définies par intégrales. Sa
+o00 t——+00
1 tan(tx) — arctan(t 2
dérivée f'(z) :/ dt vaut | an(fr) — arctan(t) = ull donc
o (141 +t%2?) 22 -1 =0 lz] +1
T .
§Log(ac +1) siz >0
flz) =

—gLog(—x +1) siz<O.



