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Soit f une fonction, et F' une primitive de f. D’apres le théoreme de Hake,

r—a

b
/ f(z) doz = ilil})F(:E) — lim F(x)

b
(si ces deux limites existent et sont finies). On dit alors que l'intégrale [ f(x) dx

a
est convergente. C’est aussi valable si a ou b est infini. Si on ne sait pas calculer F,
il faut comparer la valeur absolue de f a une autre fonction plus simple dont on

b
connait la primitive (pour savoir si l'intégrale / f(z) dx est convergente).
a
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a) La fonction qu’on veut intégrer entre 0 et 3, c’est a dire la fonction \/ﬁ’
—x
n’est pas définie en x = 3; on écrit donc
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b) Faisons de méme avec la fonction ) (pas définie en x = 2); cette fois-ci sa
—x

primitive —In(2 — z) tend vers 400 quand z tend vers 2, on dit alors que 'intégrale
/2 de
diverge.
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c¢) La fonction @12 n'est pas définie en x = 1. Son intégrale de x = 0 a
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= o0, 'intégrale diverge.
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L’intégrale I = / Log(sinu) du est calculable (c’est le but de cet exercice), bien

0
que la primitive de Log(sinu) ne le soit pas.
5 T
a) On écrit [ = / Log(sinu) du+/ Log(sin u) du, puisque la fonction Log(sin u)
0 2
n’est pas défini en v = 0 ni en u = 7. Elle est équivalente a Logu quand u tend

vers 0:

lim Log(sinu) _ lim Log (%U)
“=0" Logu ““*" Logu
. Log (M) + Logu
= lim, o &
Logu
1 .
= lim, .c ——Log (smu) +1
Logu u
= 1.
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Sachant que Logu est intégrable sur [O, 5}, le théoreme de comparaison permet

de dire que Log(sinwu) l'est aussi. Quant a Log(sinu) du, elle est égale a

(VB
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/ Log(sinu) du (par le changement de variable u = m — t).
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w/2 w/2
b) On vérifie d’abord la relation / Log(sinu) du = / Log| cost| dt (par le
0 0

changement de variable u = T t). L’intégrale de /2 a m (de chacune des deux

fonctions Log(sin u) et Log| cos u|) est égale a son intégrale de 0 a 7/2 (par le change-
ment de variable w = 7 — t); on a donc bien

I:/ Log| cosu| du.
0
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c¢) En faisant u = 2t on obtient [ = 2 /ﬂ/2 Log|sin(2t)| dt. On a aussi/ Log| sin(2z)| dz =
/2 " - W/Q
i Log|sin(2t)| dt (par le changement de variable z = 5 +1t), et on déduit de ces
deux égalités
I= /7r Log|sin(2u)| du.
0

d) Compte tenu que |sin(2u)| = 2sinu|cosu| (pour u € [0,7]) et compte tenu des
questions précédentes,

I = /Log(Qsinu|cosu|) du
07T

= / (Log2 + Log(sinu) + Log| cosu|) du
0
= mLog2+1+1

d’ou | I = —wLog2 |.
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a) L’intégrale 5% at diverge si < 1 parce qu'on a > avec
2 t9 18 18

+0o0o
Log®2 constante strictement positive, et parce qu’on sait que / ] diverge.
2

*°° Log*t
Vérifions que l'intégrale / ti
2

sait que Logt < t° pour t assez grand (t° 'emporte sur Logt). Comme § > 1 on

dt converge si f > 1: pour tout ¢ > 0 on

Log“t 1 e dt
peut choisir € de sorte que  — ae > 1; on a alors &' < avec /
2

tﬁ — t,ﬁ’—as tﬁ—aa
0 Log®t
convergente, donc
2 th

du logarithme au numérateur n’a pas changé le résultat: on a convergence si et

dt aussi est convergente. Finalement la présence

seulement si |3 > 1|

T Log(1 4t~
b) Il n’en est pas de méme pour l'intégrale I = / M dt, puisque dans

0 tﬂ
' Tog(1 + to 2 Tog(1 + t*
Lﬁdmb:/ Log(1 +t%) ..
1

ce cas il faut vérifier que [} = 5 "

0
convergent. Supposons d’abord a > 0.

Pour I; on utilise I'équivalent Log(1+t%) ~ t*, c’est a dire les inégalités t*(1 —¢) <
1

Log(1+1t*) < t*(1+4¢) pour ¢ voisin de 0. On se ramene donc a 'intégrale promel
0

qui converge si et seulement si § —a < 1 c’est a dire § < o + 1.
Pour I on procede comme a la question a), en utilisant les inégalités 1 < Log (1 4 t*) <

(1 +¢*)° < (2t*)° pour ¢t assez grand.



Donc I converge si et seulement si ’ l<f<a+1 ‘

Dans le cas o < 0 on fait I'inverse: entre 0 et 1 on a 1 < Log (1 +¢*) < (1+t%)° <
(2t*)° quand t est assez petit, donc I; converge si et seulement si 3 < 1. Et entre 1
et +o00 on a ’équivalent Log (1 4 t*) ~ ¢t puisque t* tend vers 0 quand ¢t — +o0;
la condition est donc 3 — « > 1. On obtient donc ’ 1>8>a+1 ‘ comme condition
st a < 0.

I diverge évidemment si a = 0: I; et I ne peuvent pas converger toutes les deux.

) /+°° sin x d /“ sin x o + /+°O sin « d
c — _dz = —  dz — d=z.
o x(1+ x8) o (1 + 2P) o Tl + 28)

Pour la premiere intégrale on utilise la méme méthode qu’a la question b): quand

x tend vers 0, sinz est équivalent & z et 2%(1 + 2°) = 2% + 217 est équivalent au
terme de plus bas degré donc

x 1 .
sinx 2o = o1 sifg>0
v (1 +27) i L dgs<o
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On conclut que
0o T

a <2 1 a+p3<2
(14 2P) '

dx converge si et seulement si 0
& {ﬁzo B<0

dz, on se débarasse de sin x (qui

1
zo(1+2f)
Comme F' = — cosz+constante, on choisit la constante égale a 1 de facon que
F = —cosx + 1 soit positive. On obtient

T sing ‘., . ‘.
/a md%—/@ FG_[FG]a_/aFG (1)

On considere d’abord le cas ot au moins une des deux constantes a ou o + (3 est

) T sinx
Pour démontrer la convergence de _
o 71+

n’est pas de signe constant) en intégrant par parties avec I’ = sinx et G =

strictement positive; alors z%(1 + 2%) = 2% + 2°# tend vers +oo quand z — +00, ce
qui fait que le terme entre crochets dans (1) tend vers 0 quand ¢ — +o00. Le dernier
c Cc
terme dans (1), c’est a dire —/ FG' = / F(—G'), est une fonction croissante
a

a

a+ B2
(22 4 zoth)?
grand). D’autre part on a F' < 2 donc

[ rees [2-a) = peo;
’ ’ — —2G(e) + 2G(a)
< 2G(a)

de ¢ parce que FF > 0 et -G’ = > 0 pour = > a (en choisissant a assez

c

et par conséquent lim F(—@') est fini. Tout ceci permet de déduire de (1) que

C— 100
+ a

Pintéeral /+°° sin d
intégrale ———— dx converge.
A ATy g

T sing
Il reste a vérifier que / _
. ()
on a (1 + 2%) = 2® + 2P < 2 et par conséquent

2km+m : kw41 -
S x S x
2 ) 2 2

km wa(l_i_xﬁ km

dx diverge si @ < 0 et a4+ (3 < 0: dans ce cas




sinx
x*(1 4 2P)
2km+m SiIl T

une limite finie L quand ¢ — 4o00: si c¢’était le cas, / —— dz =
2km xa(l + 'TB)
¢(2km + ) — ¢(2km) tendrait vers L — L = 0 quand k — +o0.

+0o0
Cette inégalité empéche la fonction ¢(c) = / dz de converger vers
a

. . T sing
En regroupant toutes ces conditions sur « et 3 on conclut que l'intégrale ——dx
o z*(1+2P)

converge si et seulement si ’ —f<a<2oul<a<2-— ﬁ‘.

On utilise le critere de Cauchy (pour a < ¢ < d):
d d
fg' = fg‘

vl
< /leg\ d
< max(f) [ ol

Le maximum de f sur l'intervalle [c,d] c’est f(c), qui tend vers 0 quand ¢ — +o0.

fg—

Quant a l'intégrale / lg| < / lg|, elle est supposée bornée indépendamment de d.

Pour tout € > 0 on a donc

/ fg— / f g’ < e pour c et d assez grands, et d’apres

le critere de Cauchy l'intégrale / fg est convergente.

Calculons d’abord
xr 1 x
/ Log1 ” dt = —/ Log(l1 —t) dt =z + (1 — z)Log(1 — z). (2)
0 - 0

Compte tenu que le développement en série entiere de Log(1 — t) est

Log(l —x) = Z— (—l<x<1)
on en déduit
T 1 +00 " +oo xn+1
L dt = Log(1 — x) — zLog(1 — = r— —
/0 08— x + Log(1 — x) — zLog(1 — x) x ;n+; -
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+00 n+1 n+1
x x
- e ()
B +oo [En+l
B n(n+1)
Vérifions que cette égalité reste vraie pour x = 1:
N
1 1

la somme —— se calcule par élimination, du fait que — = —— ——;
Zn(n 1) P a nn+1) n n+l1

et, en faisant N — 400,

+o00 1
R
“~n(n+1)

elle vaut donc 1 — N1



D’autre part en faisant  — 1 dans (2) on obtient

1
1
/ Log dt =1+ lim(1 — z)Log(1 —z) =1,

1 +oo
1 1
on a donc bien /0 LOgl 7 dt = E m =.

n=1




