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TD 3 - SUITES DE FONCTIONS

D’abord, quelques exercices sur la méthode de Newton. Le premier exercice est 1'usage
de la méthode de Newton par Newton lui-méme ; il avait besoin de ce calcul pour calculer
I’excentricité des orbites des planetes.

Exercice 1.

Calculer a 5 décimales une solution a > 0 de sinx = x/2. démontrer que la solution est
juste a la précision indiquée.

Le second exercice est en fait utilisé dans toutes les calculettes ; c¢’est comme ca que la
machine calcule les puissances fractionnaires.

Exercice 2.

Pour quels ag est-on str que que la méthode de Newton, utilisée pour résoudre I’équation
x™ — 7 = 0 convergera.

Exercice 3.

Notons w = _1%\/3 une racine complexe de 1. Donner des disques autour de 1, w,w tels

qu’on soit sur que si on commence la méthode de Newton dans ces disques, on restera
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dans le disque et on convergera vers la racine dans ce disque

Exercice 4.

Etudier la méthode de Newton pour 1'équation z® — z + /2 /2 = 0. dEemontrer que si on
part de 0, on ne converge pas vers une racine. Et si on part de 0,17

Suites de Fonctions
Maintenant quelques exercices sur la convergence simple et uniforme. Comme le cours
n’est pas arrivé jusque la, il va falloir donner les définitions et propriétés principales.
Exercice 5.

1. Etudier la convergence uniforme sur IR de la suite de fonctions (f,), .+ définies
par :

sin(nx
fol) = (nz)
n
2. Etudier la convergence uniforme sur [1,+oo[ de la suite de fonctions (fn), N*
définies par :

fu(z) =In <:c + %) .



3. Etudier en fonction du parametre réel o la convergence simple et uniforme sur
[0, +00[ de la suite de fonctions (fan), N+ définies par :

fan(z) =n%e ",

Exercice 6.

On considere les suites de fonctions définies sur l'intervalle [0, 1] par :
falx) =2" gp(z)=2"(1 —2x), hp(z)=2"(1—2"), iy(z)=2"(1—2)".
1. Etudier la convergence simple et uniforme de ces suites de fonctions sur U'intervalle
[0,1].

2. Que se passe-t-il si 'on remplace l'intervalle fermé [0, 1] par 'intervalle semi-ouvert
[0,1[7 Et par U'intervalle fermé [0,a] avec 0 < a <17

Exercice 7.

Etudier la convergence uniforme sur IR de la suite de fonctions (fy,),en définies par :
fa(z) =L si|z] <net fo(x) =0sin <]z

Exercice 8.

1. Démontrer que si une suite de fonctions (fy), N définies sur un intervalle I de IR
converge uniformément vers une fonction f alors pour toute suite (x,), .y d’éléments
de I, la suite (r,,),, .y définie par :

T'n 1= fn(wn) - f(xn)

converge vers zéro.

2. Application : Soit (fy,), N+ la suite de fonctions définies sur I = IR par :

fn(z) = n? (1 — cos (%)) .

(a) Montrer que la suite (fy), N+ converge simplement vers la fonction f définie
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par f(z) = 5.
(b) Montrer que la suite (fn(zn) — f(2n)), cN*» OU Ty, = 207, ne converge pas vers
zéro. Conclure.

(c) Montrer que la convergence est uniforme sur les intervalles bornés.



Exercice 8.

2
Pour tout n € IN, on pose I, = / e "’ dz. Calculer la limite de la suite (In)neN-
1

Exercice 9.
On considere les deux suites de fonctions définies sur [0, 1] par
fo(@) =nz"(1 —z), gu(z) =n%2"(1 — ).
1. Déterminer les limites simples f et g des suites (fn), N €t (9n),cIN-

2. A-t-on

nErEOO /01 fn(x)dx = /01 f(z)dz et lim 1gn(:v) dr = /01 g(z)dz 7

n—-+o00 0

w

. Etudier la convergence uniforme de ces suites de fonctions.

4. Commentaire de ce résultat.

Exercice 10.

Soit (hn),en+ la suite de fonctions définies sur [0; 1] par

n’z six € [0;1];
ho(z) =| —n’z +2n siz €[ 2]
0 six e [2;1].

1. Déterminer la limite simple de la suite (hy,), e+

2. Calculer fol hyn(z)dx. La suite (hy,),cn+ converge-t-elle uniformément sur [0; 1] ?



